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a) Zeigen Sie, dass ∑ "!"#(−1)
" = 0!

"#$  für alle n ∈	ℕ gilt. 
b) Bestimmen Sie die Menge D ⊆ ℝ aller Punkte, in denen die Funktion   

 𝑓:ℝ → ℝ	; 𝑥 → 𝑓(𝑥) ≔ 4𝑥 cos(𝑥
%&)	; 𝑥 ≠ 0

										0										; 𝑥 = 0  differenzierbar ist und berechnen Sie 

für diese Punkte die Ableitung von f. Ist 𝑓': 𝐷 → ℝ stetig? 
c) Sei 𝐷 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ(: |𝑥| + |𝑦| ≤ 1}. Skizzieren Sie die Menge D und berechnen Sie das 

Integral 𝐼 ≔ ∫ (𝑥) + 𝑦()𝑑𝑥𝑑𝑦	
+ . 

 

Zu a) 

Nach binomischem Lehrsatz gilt: 0 = 0! = "1 + (−1)#! = ∑ "!"#1
!%"(−1)"!

"#$  für alle n ∈	ℕ. 

 

Zu b) 

Für 𝑥 ≠ 0 ergibt sich laut Produkt-, Ketten- und Quotientenregel: 

 𝑓'(𝑥) = cos D&
,
E + 𝑥 D−sin D&

,
EE D− &

,!
E = cos D&

,
E + &

,
sin D&

,
E und  

 -(,)%-($)
,%$

=
, 0123"#4

,
= cos D&

,
E hat keinen Grenzwert für x→0 

Daher ist f nur auf D = ℝ\{0} differenzierbar, nicht aber in 0. Die Ableitung ist stetig auf D (hat 
aber keine stetige Fortsetzung auf ℝ). 

 

Zu c) 

 

 

 

 

 

Da D kompakt und 𝑔:ℝ( → ℝ	; (𝑥, 𝑦) → 𝑥) + 𝑦² stetig ist, lässt sich I unter Verwendung des 
Satzes von Fubini berechnen. 

Bei vorgegebenem 𝑦 ∈ [−1; 1] gilt |𝑥| + |𝑦| ≤ 1 ⟺ 𝑥 ∈ [−(1 − |𝑦|); 1 − |𝑦|], somit gilt: 
∫ (𝑥) + 𝑦()𝑑𝑥𝑑𝑦	
+ = ∫ (𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑦	

+ + ∫ (𝑦()𝑑𝑥𝑑𝑦	
+ = 0 + &

)
= &

)
 , denn 

 ∫ (𝑥))𝑑𝑥𝑑𝑦	
+ = ∫ 1∫ (𝑥))𝑑𝑥&%|6|

%(&%|6|) 	𝑑𝑦&
%& = ∫ 1	 M,

$

7
N
%(&%|6|)

&%|6|
𝑑𝑦&

%& = ∫ 0	𝑑𝑦&
%& = 0 und 

∫ (𝑦²)𝑑𝑥𝑑𝑦	
+ = ∫ 𝑦²∫ 1	𝑑𝑥&%|6|

%(&%|6|) 𝑑𝑦	&
%& = ∫ 𝑦((2 − 2|𝑦|)	𝑑𝑦&

%& = ∫ 2𝑦( − 2|𝑦³|	𝑑𝑦&
%& =

∫ 2𝑦(	𝑑𝑦&
%& − ∫ 2|𝑦)|	𝑑𝑦&

%& = ∫ 2𝑦(	𝑑𝑦&
%& − 2∫ 2𝑦)	𝑑𝑦&

$ = M(
)
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