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a) Es sei n ∈	ℕ. Bestimmen Sie die Lage und die Ordnung der Pole der meromorphen Funktion 
𝑓(𝑧) = !

!"#!
 . 

b) Zeigen Sie, dass für n ≥ 2 gilt: ∫ 𝑓(𝑧)	𝑑𝑧$
% =

"
!

&'()"!*
 

Hinweis: Betrachten Sie das Wegintegral ∫ 𝑓(𝑧)	𝑑𝑧	
,  für den geschlossenen Weg γ, der von 0 

in gerader Linie nach R, von dort auf dem Kreissegment nach 𝑅	𝑒
#"$
! 	 und von hier aus in 

gerader Linie wieder zurück nach 0 verläuft. 

 

Zu a) 

Für n ∈	ℕ hat 1 + zn genau die Nullstellen 𝑧- = 𝑒
$"
!"

#"$
! - 	𝑓ü𝑟	𝑘 = 0; 1;… ; 𝑛 − 1 und diese sind 

einfach. Deshalb ist	 lim
#→#%

|𝑓/(𝑧)| = ∞ für 𝑓/: ℂ\ =𝑒
$"
!"

#"$
! - ∶ 𝑘 = 0; 1;… ; 𝑛 − 1? → ℂ	; 𝑧 → !

!"#!
, also 

ist 𝑧- 	; 𝑘 = 0; 1;… ; 𝑛 − 1 ein Pol von fn und lim
#→#%

(𝑧 − 𝑧-)𝑓/(𝑧), weshalb zk ein Pol erster Ordnung 

ist mit 𝑅𝑒𝑠(𝑓/; 𝑧-) = lim
#→#%

(𝑧 − 𝑧-)𝑓/(𝑧) =
!

/	#%
!&' . 

 

Zu b) 

B !
!"#!

B ≤ D
					1								; 𝑧 ∈ [0; 1]

!
!"##

	 ; 𝑧 ∈ [1;∞[ G =: ℎ(𝑧)	 und da ∫ ℎ(𝑧)𝑑𝑧$
% = ∫ 1	𝑑𝑧!

% + ∫ !
!"##

𝑑𝑧$
! = 1 +

lim
/→$

∫ !
!"##

𝑑𝑧/
! = 1 + lim

/→$
[arctan(𝑧)]!/ = 1 + 0

1
− arctan(1) < ∞, ist h eine integrierbare 

Majorante, weshalb alle Integrale existieren und ∫ !
!"#!

𝑑𝑧$
% = lim

2→$
∫ !

!"#!
𝑑𝑧2

%  erfüllen. 

Sei nun 𝛾 = 𝛾! ∔ 𝛾1 ∔ 𝛾3 der aus den Wegen 𝛾!: [0; 𝑅] → ℂ	; 𝑡 → 𝑡,   𝛾1: S0;
10
/
T → ℂ	; 𝑡 → 𝑅𝑒45 und 

𝛾3: [0; 𝑅] → ℂ	; 𝑡 → 𝑡𝑒
#"$
!  zusammengesetzte geschlossene Weg. Da 𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾) ∩ {𝑧- ∶ 𝑘 =

0; 1;… ; 𝑛 − 1	} = ∅	𝑓ü𝑟	𝑎𝑙𝑙𝑒	𝑅 > 1 und von den isolierten Singularitäten als einzige 𝑧% = 𝑒
$"
!  von 

γ (einmal) umlaufen wird, gilt nach dem Residuensatz für alle R > 1: 

 ∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
, = 2𝜋𝑖	𝑛(𝛾, 𝑧%)𝑅𝑒𝑠(𝑓/, 𝑧%) = 2𝜋𝑖 ∗ 1 ∗ !

/
𝑒6

$"
! (/6!) = 104

/
𝑒640𝑒

$"
! = 6104

/
𝑒
$"
!  

 

B∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
,#

B = d∫ !
!"92:$(;!

𝑖𝑅𝑒45	𝑑𝑡
#"
!
% d ≤ ∫

<42:$(<

=!"92:$(;
!
=
	𝑑𝑡

#"
!
% ≤ (∗) ≤ ∫ 2

2!6!
𝑑𝑡

#"
!
% = 10

/
2

2!6! 2→$
e⎯⎯g 0. 

(*) h1 + i𝑅𝑒45j/h ≥ B|1| − hi𝑅𝑒45j/h	B = B|1| − 𝑅/hi𝑒45j/h	B = |1 − 𝑅/| = 𝑅/ − 1, 𝑑𝑎	𝑅 > 1. 

 

∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
,)

= −∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
6,)

= −∫ !

!">5:
#"$
! ?

! 𝑒
#"$
! 	𝑑𝑡2

% = −𝑒
#"$
! ∫ !

!"5!
	𝑑𝑡2

% = −𝑒
#"$
! ∫ 𝑓/(𝑧)	𝑑𝑧

	
,'

. 



Es gilt 6104
/
𝑒
$"
! = ∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧

	
, = lim

2→$
∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
, = lim

2→$
l∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧

	
,'

+ ∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
,#

+

∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
,)

m = lim
2→$

l∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
,'

m + lim
2→$

l∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
,#

m + lim
2→$

l∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
,)

m =

lim
2→$

l∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
,'

m + 0 − 𝑒
#"$
! lim
2→$

l∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧
	
,'

m = n1 − 𝑒
#"$
! o lim

2→$
l∫ 𝑓/(𝑧)𝑑𝑧

	
,'

m = n1 −

𝑒
#"$
! o lim

2→$
l∫ !

!"5!
𝑑𝑡2

% m = n1 − 𝑒
#"$
! o ∫ !

!"5!
𝑑𝑡$

% . 

Somit gilt ∫ !
!"5!

𝑑𝑡$
% = !

!6:
#"$
!
n6104

/
𝑒
$"
! o = 6104

/
!

:
&"$
! 6:

"$
!
= 0

/
!

*
"$
! &*

&"$
!

#$

= 0
/

!

&'()"!*
=

"
!

&'()"!*
. 

 

 


