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a) Essein € N. Bestimmen Sie die Lage und die Ordnung der Pole der meromorphen Funktion

b) Zeigen Sie, dass fiir n > 2 gilt: fooo f(z)dz = %
sin(—
Hinweis: Betrachten Sie das Wegintegral fy f(z) dz fur den geschlossenen Weg vy, der von 0

2mi

in gerader Linie nach R, von dort auf dem Kreissegment nach R e = und von hier aus in
gerader Linie wieder zuriick nach 0 verlduft.

Zu a)

im 2mi

Fiirn € N hat 1 + z" genau die Nullstellen z;, = en* n © fiir k = 0;1;...;n — 1 und diese sind

lTL' 2mi
einfach. Deshalb ist lim |f,,(2)| = oo fiir f,,: C\ {en Kk =0;1;.5n— 1}
ZDZ)

istz, ;k =0;1;..;n—1ein Pol von f, und lim (z — z;)f,,(2), weshalb z ein Pol erster Ordnung
Z—>Zk

. . . 1
ist mit Res(fy,; z) = leglk(z —zi)f(2) = e

Zub)
) 1 :ze[0;1]
|1+zn S{ 11 ze[l oo }— h(z) unddaf h(z)dz—f 1dz +f
rlll_r)glof e dz=1+ 11m l[arctan(z)]} =1+ g — arctan(1) < oo, ist h eine integrierbare

Majorante, weshalb alle Integrale existieren und [ 000 ”

R—)OO

Seinuny = y; + y, + y5 der aus den Wegen y;: [0;R] = C;t > t, y,: [O;Zf] - C;t - Re' und

2mi
y3:[0; R] » C;t —» ten zusammengesetzte geschlossene Weg. Da Spur(y) N{z; : k =
0;1;..;n—1} =@ fur alle R > 1 und von den isolierten Singularitéten als einzige z, = e von
v (einmal) umlaufen wird, gilt nach dem Residuensatz fiir alle R > 1:

fyfn(z)dz = 2mi n(y, zo)Res(fy, zo) = 2mi = 1 * %e_%r("_l) = ZTme“'”e%r _ 2w o

21 2_77.' i
|f fn(z)dz| = fO Wl‘t)anelt dt| f ﬁ dt < (*) <f RM—1 dt = ZTTERnR_lR—)_)ooO'
)1+ (Re)"| = |11 = |[(Re®)"| | = 111 = R*|(e)"| | = 11 = R*| = R" = 1,da R > 1.
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sen dt=—en [

2mi
1+{ee )

[ h@dz=~[_ fi(dz=—]; dt=—en [ ful2) dz.

1+tm



iﬂi e%ﬂ = fy fn(2)dz = Jlim fy fn(2)dz = Jim (fh fn(2)dz + fyz fn(2)dz +
f)/s fn (Z)dZ) - I%l—{glo (fh fn(Z)dZ) + }%1—{?0 (f]/z fn(Z)dZ) + }%l—l;glo (f]/3 fn (Z)dZ) =

2mi

I%i_r)go (fh fn(z)dz) +0-— esz }ll_l)’l;lo (fh fn(z)dz) = (1 - eT) }y_r)g (fyl fn(z)dz) = (1 —

2miy R 1 2m\ 6 1
en)llm (fo 1+tndt)=<1—en>f0 1+tndt.
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Es gilt
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Somit gilt [ dt=—-<—en>= - = - == =_n
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