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a) Formulieren Sie den Satz von Rouché. 
b) Zeigen Sie, dass die Gleichung  z + e−z = 2021 in der Halbebene {z ∈ ℂ : Re(z) > 0} genau 

eine Lösung besitzt. 
c) Zeigen Sie, dass diese Lösung reell ist. 

 

Zu a) 

Sei 𝑈 ⊆ ℂ	offen, 𝑓: 𝑈 → ℂ, 𝑔: 𝑈 → ℂ holomorph, 𝛾: [𝑎; 𝑏] → 𝑈 geschlossener, stückweiser C1-Weg 
in U und es gelte 1𝑓2𝛾(𝑡)61 < 1𝑔2𝛾(𝑡)61	𝑓ü𝑟	𝑎𝑙𝑙𝑒	𝑡 ∈ [𝑎; 𝑏]. 

Dann hat g keine Nullstelle auf Spur(γ) und in {𝑧 ∈ 𝑈\𝑆𝑝𝑢𝑟(𝛾) ∶ 𝑛(𝛾; 𝑧) ≠ 0} (d.h. im Inneren von 
γ) haben g und f+g mit Vielfachheiten gezählt gleich viele Nullstellen. 

 

Zu b) 

Die Lösungen von 𝑧 + 𝑒!" = 2021 sind die Nullstellen von ℎ: ℂ → ℂ	; 𝑧 → 𝑧 + 𝑒!" − 2021. 

Mit 𝑓: ℂ → ℂ	; 𝑧 → 𝑒!" , 𝑔: ℂ → ℂ	; 𝑧 → 𝑧 − 2021 und 𝛾 = 𝛾# ∔ 𝛾$	𝑚𝑖𝑡 𝛾#: [−𝑅; 𝑅] → ℂ	; 𝑡 → 𝑖𝑡 
und 𝛾$: Q−

%
$
; %
$
R → ℂ	; 𝑡 → 𝑅𝑒&' gilt: 

∀	𝑡 ∈ [−𝑅; 𝑅] gilt: 1𝑔2𝛾#(𝑡)61 = |𝑖𝑡 − 2021| = U𝑡2 + 2021² ≥ 2021 > 1 = 1𝑒!&'1 = 1𝑓2𝛾#(𝑡)61	. 

Für 𝑅 ≥ 2023	𝑢𝑛𝑑	𝑎𝑙𝑙𝑒	𝑡 ∈ Q− %
$
; %
$
R gilt 1𝑔2𝛾$(𝑡)61 = 1𝑅𝑒&' − 20211 ≥ |𝑅 − 2021| ≥ 2 > 1 =

𝑒!()*+(') = 𝑒(./!(.!"0 = [𝑒!(.!"[ = 1𝑓2𝛾$(𝑡)61. 

Somit haben für jedes R ≥ 2023 nach dem Satz von Rouché g und h = f+g in 𝐻( ≔ {𝑧 ∈ ℂ ∶
𝑅𝑒(𝑧) > 0; |𝑧| < 𝑅} mit Vielfachheit gezählt gleich viele Nullstellen. Da g nur eine einfache 
Nullstelle bei 2021 hat – und diese für R ≥ 2023 in HR liegt, hat h in jedem Halbkreis HR, R ≥ 2023, 
genau eine Nullstelle. Deshalb hat h auch in der Halbebene {𝑧 ∈ ℂ: 𝑅𝑒(𝑧) > 0} = ⋃ 𝐻((1$2$3  
genau eine Nullstelle. 

 

Zu c) 

ℎ|ℝ: ℝ → ℝ	; 𝑥 → 𝑥 + 𝑒!5 − 2021 ist stetig und reellwertig mit ℎ|ℝ(0) = −2020 < 0 und 
ℎ|ℝ(2021) = 𝑒!$2$# > 0. Daher hat ℎ|ℝ auf ]0; 2021[ mindestens eine Nullstelle laut 
Zwischenwertsatz. 

Die laut (b) einzige Nullstelle von h in {𝑧 ∈ ℂ: 𝑅𝑒(𝑧) > 0} liegt also in ]0; 2021[ und ist daher reell.  


