F20T3A5
Berechnen Sie fiir alle a € R die allgemeine Losung der Differentialgleichung
x"(t) + x(t) = sin(at).

Untersuchen Sie, fiir welche Werte des Parameters a jede Losung @ : R — R unbeschrénkt ist.

Losung:

Dies ist eine inhomogene lineare DGL zweiter Ordnung. Die zugehdrige homogene lineare DGL

x" + x = 0 hat das charakteristische Polynom z +1 = (z+1)(z-1), also die unabhéngigen
komplexwertigen Losungen v;: R = C;t — e, v,:R - C;t — e~ bzw. die linear unabhingigen
reellwertigen Losungen w;: R - R; t — sin(t), w,: R - R;t — cos(t) .

Damit ist £ = {c;w; + c,w,: R - R; t — ¢4 sin(t) + ¢, cos(t) : ¢;, ¢, € R} der Losungsraum von
x" + x = 0 und mit einer Losung p : R—R von x" + x = sin(at) ergibt sich der Losungsraum £, =
{u+cowy + cwyi: R > R; t - u(t) + ¢q sin(t) + ¢, cos(t) : ¢y, ¢, € R} von x" + x = sin(at).

Fir pig p(t) = be' ist ug, , (t) = iabe™ und pg , (t) = (ia)?be'® = —a?be'®, also ug , (t) +
Hap(@®) = (1 —a?)be'™.
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i) Fiira® # 1ist b = 1—az © R, also .U;' r () +p, 2 (B)= e'? und durch Bilden des
B "1-a? "1-a?
Imaginarteils folgt u, = IM (,ua 1 ) R-oR;t - T 1a2 sin (at) als eine Losung von
'1—-a? -

x" + x = sin(at), d.h. der Losungsraum ist gegeben durch £, = {]R - R;t—-
1
1-a?
i) Fiir a = +1 bendtigen wir einen anderen Ansatz, namlich A, (t) = bt e®. Dieser liefert
A, () = be'* (1 + it) und A} (t) = be'(2i — t), also A (t) + A, (t) = 2ibe'.
Somit gilt: A1 16st x” + x = e, und durch Bilden des Imaginirteils bekommen wir

2i

A= IM (/11) ‘R->R;t > IM (ziz teit) = —%cos(t) als Losung von x"+x=sin(t). Der
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Losungsraum ist also £; = {R - R; t — —Ecos(t) +c; sin(t) + ¢, cos(t) : ¢q,c, ER
g 2

sin(at) + ¢, sin(t) + ¢, cos(t) : ¢4, ¢, € ]R}; jede dieser Losungen ist beschrankt.

und alle hier enthaltenen Losungen sind unbeschrankt.

Analog findetman A_; :=IM (A1 |:R-> R;t - IM L te~it) = Lcos(t) als Losung
g —2i 2

—2i

von Xx"+x=sin(-t). Der Losungsraum ist also L_; = {]R ->R;t - gcos(t) +c; sin(t) +

¢, cos(t) : ¢y, cp € ]R} und alle hier enthaltenen Losungen sind unbeschrinkt.



