
F20T3A5 

Berechnen Sie für alle a ∈ ℝ die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 

x''(t) + x(t) = sin(at). 

Untersuchen Sie, für welche Werte des Parameters a jede Lösung Φ : ℝ → ℝ unbeschränkt ist. 

 

Lösung: 

Dies ist eine inhomogene lineare DGL zweiter Ordnung. Die zugehörige homogene lineare DGL   
x'' + x = 0 hat das charakteristische Polynom z² +1 = (z+i)(z-i), also die unabhängigen 
komplexwertigen Lösungen 𝜐!: ℝ → 𝐶; 𝑡 → 𝑒"# ,			𝜐$: ℝ → 𝐶; 𝑡 → 𝑒%"# bzw. die linear unabhängigen 
reellwertigen Lösungen 𝑤!: ℝ → ℝ; 𝑡 → sin(𝑡) , 	𝑤$: ℝ → ℝ; 𝑡 → cos(𝑡)	. 

Damit ist ℒ = {𝑐!𝑤! + 𝑐$𝑤$: ℝ → ℝ; 𝑡 → 𝑐! sin(𝑡) + 𝑐$ cos(𝑡) ∶ 𝑐!, 𝑐$ ∈ ℝ} der Lösungsraum von 
x'' + x = 0 und mit einer Lösung μ : ℝ→ℝ von x'' + x = sin(at) ergibt sich der Lösungsraum ℒ& =
{𝜇 + 𝑐!𝑤! + 𝑐$𝑤$: ℝ → ℝ; 𝑡 → 𝜇(𝑡) + 𝑐! sin(𝑡) + 𝑐$ cos(𝑡) ∶ 𝑐!, 𝑐$ ∈ ℝ} von x'' + x = sin(at). 

Für 𝜇&,((𝑡) ≔ 𝑏𝑒"&# ist 𝜇&,() (𝑡) = 𝑖𝑎𝑏𝑒"&# und 𝜇&,()) (𝑡) = (𝑖𝑎)$𝑏𝑒"&# = −𝑎$𝑏𝑒"&#, also 𝜇&,()) (𝑡) +
𝜇&,((𝑡) = (1 − 𝑎$)𝑏𝑒"&#.  

i) Für 𝑎² ≠ 1 ist 𝑏 ≔ !
!%&!

∈ ℝ, also 𝜇&, "
"#$!

)) (𝑡) + 𝜇&, "
"#$!

(𝑡) = 𝑒"&# und durch Bilden des 

Imaginärteils folgt 𝜇& = 𝐼𝑀 F𝜇&, "
"#$!

G :ℝ → ℝ; 𝑡 → !
!%&!

sin	(𝑎𝑡)	als eine Lösung von  

x'' + x = sin(at), d.h. der Lösungsraum ist gegeben durch ℒ& = Hℝ → ℝ; 𝑡 →
!

!%&!
sin(𝑎𝑡) + 𝑐! sin(𝑡) + 𝑐$ cos(𝑡) ∶ 𝑐!, 𝑐$ ∈ ℝI; jede dieser Lösungen ist beschränkt. 

ii) Für 𝑎 = ±1 benötigen wir einen anderen Ansatz, nämlich 𝜆((𝑡) ≔ 𝑏𝑡	𝑒"#. Dieser liefert 
𝜆() (𝑡) = 𝑏𝑒"#(1 + 𝑖𝑡) und 𝜆())(𝑡) = 𝑏𝑒"#(2𝑖 − 𝑡), also 𝜆())(𝑡) + 𝜆((𝑡) = 2𝑖𝑏𝑒"#.  
Somit gilt: 𝜆 "

!%
 löst 𝑥′′ + 𝑥	 = 	 𝑒"#, und durch Bilden des Imaginärteils bekommen wir 

𝜆! ≔ 𝐼𝑀 F𝜆 "
!%
G :ℝ → ℝ; 𝑡 → 𝐼𝑀 O !

$"
𝑡𝑒"#P = − #

$
cos(𝑡) als Lösung von x''+x=sin(t). Der 

Lösungsraum ist also ℒ! = Hℝ → ℝ; 𝑡 → − #
$
cos(𝑡) +𝑐! sin(𝑡) + 𝑐$ cos(𝑡) ∶ 𝑐!, 𝑐$ ∈ ℝI 

und alle hier enthaltenen Lösungen sind unbeschränkt. 

Analog findet man 𝜆%! ≔ 𝐼𝑀F𝜆 "
#!%
G :ℝ → ℝ; 𝑡 → 𝐼𝑀 O !

%$"
𝑡𝑒%"#P = #

$
cos(𝑡) als Lösung 

von x''+x=sin(-t). Der Lösungsraum ist also ℒ%! = Hℝ → ℝ; 𝑡 → #
$
cos(𝑡)+𝑐! sin(𝑡) +

𝑐$ cos(𝑡) ∶ 𝑐!, 𝑐$ ∈ ℝI und alle hier enthaltenen Lösungen sind unbeschränkt. 
 


