Frithjahr 20 Themennummer 3 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Es sollen die komplexen Integrale I,

zusammen:
W =7, 0] — C,
72 1/, n] — C,
9 [0,n] =
7 [—n n] — C
7 [0,n] = C,
YO . [=n, —1/n] = C,

b) Berechnen Sie fiir A

I® = lim IH)

n—oo

das uneigentliche Riemann-Integral J :=
bestimmen. Dabei setzt sich der geschlossene Weg ~, fiir n € N aus folgenden Teilwegen
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v, hat damit die Form eines Rechtecks mit einem Halbkreis um Null.

a) Zeichnen Sie das Bild eines Weges 7,, und zeigen Sie, dass fiir alle n € N gilt: I,, = 0.
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c¢) Folgern Sie, dass das Integral J existiert und berechnen Sie seinen Wert.

Losungsvorschlag:

a) Der Integrand ist eine auf C\{0} holomorphe Funktion als Verkniipfung solcher.
Weil fiir alle n € N der geschlossene Weg ~,, vollstidndig in der offenen, sternférmigen

Menge C\{it : t €
nach Cauchys Integralsatz.
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(—00,0]} verlduft, auf welcher %~ holomorph ist, folgt I,, = 0

Die Skizze ist nicht mafstabsgetreu. Fiir n = 1, fallen die Punkte +n und +1/n

auBlerdem zusammen.




b) Wir werden benutzen, dass bei gleichméfiger Konvergenz auf kompakten Intervallen
Integration und Grenzwertbildung vertauscht werden diirfen. Wir berechnen die
Integrale mittels der Definition von Wegintegralen. Es gilt:

iz 0 ; ,—it 0
/ dr= / —wi«e—“/ndt = —i/ exp(ie”" /n)dt,
v, -7
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wir behaupten, dass der Integrand gleichméfig gegen die Einsfunktion konvergiert.
Um das zu zeigen, benutzen wir die Stetigkeit der Exponentialfunktion, es gibt
némlich zu jedem € > 0 ein 0 > 0 mit der Eigenschaft |z| < = |exp(z)—1| < e.
Sei also € > 0 beliebig und ein geeignetes § gewéhlt, wir zeigen, dass fiir n grofl genug
i7" /n| < ¢ fiir alle ¢ € [—,0] gilt. Fiir n > N mit N := [$]| 4+ 1 gilt ndmlich
lie™" /n| = 1/n < ¢, also ist fiir alle t € [—7,0) und n > N auch |exp(ie™"/n)—1| < ¢
und die behauptete gleichméflige Konvergenz gezeigt. Damit konvergiert das Integral
fiir n — oo gegen —i fir 1dt = imr = I,

Wir bestimmen das néchste Integral und substituieren ¢ = sn um

ez n gin—t 1 e(i—s)n 1 eine—sn
/ —dz:/ ,idt:/—_inds:i/ —ds
MO o n+it o n(l+is) o l+is

zu erhalten. Wir werden zeigen, dass der Integrand fiir alle a > 0 auf [a,1] gleichm&Big
gegen 0 konvergiert, womit dann auch das Integral iiber [a,1] gegen 0 konvergiert
und wir schliefllich I®® = 0 erhalten (s. u.). Es gilt némlich fiir alle s € [a,1] die Un-
gleichung |1+ is| = v1+ 52 > 1 und daher |“75=] < e < e — 0 fiir n — oo,
Damit konvergiert der Integrand gleichméfig und die Behauptung ist gezeigt.
Wir gehen wieder genauso vor und erhalten

iz n —n—it 1 —n(1+4is 1 —n(1+4is
/ 6—dz:/ —e,—dt:—/ ﬁnds:/ gds
MO . ni—t 4 n(i—s) . s—1
und schiitzen wieder |s —i| = y/s2 + (=1)2 > 1 und |e "0+#)| = e — 0 fiir alle
s € [—1,1] ab. Also konvergiert auch dieser Integrand gleichméBig gegen 0 und damit
ist wieder 1 = 0.
Zuletzt berechnen wir wieder auf die gleiche Weise

eli? n 6tfn(lJri) 1 6n(sfl)fm'
[, Se= [ - il =i [ ds
NORP- o n(—=1+1d)—it o n(l—1i+is)

und werden zeigen, dass fiir b < 1 der Integrand gleichméBig auf [0,b] gegen 0
konvergiert, damit geht dann auch das Integral iiber [0,b] gegen 0 und daher ist
I®) = 0 ebenso gezeigt (s. u.). Wir erhalten wieder [1+(s—1)i| = /1 + (s —1)2 > 1
und [ens~D7| < =D 5 0 fiir n — oo und haben gleichm#Bige Konvergenz
gezeigt.

Wir wissen also 0 = [,, = 22:1 I fiir alle n € N und kénnen dies zu I + I{Y =

I, — 1V — 22:3 1P umformen. Grenzwertbildung zeigt nun lim (LSZ) + 1'7(16)) =.
n—o0

Wir zeigen nun abschliefiend, dass fiir die obigen Funktionenfolgen f, : [0,1] — R, die
fir alle a > 0 auf [a,1] beziehungsweise auf [0, a] gleichmé&Big gegen die Nullfunktion
konvergieren auch das Integral fol fn(x)dz — 0 konvergiert. Zunichst sehen wir,
dass wir || f,||,, <1 fiir alle n € N abschétzen konnen, fiir £ > 0 erhalten wir nun
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und finden wegen der gleichméfigen Konvergenz auf [a,1 — a] ein N € N, sodass

fir n > N der mittlere Summand kleiner als < ist. Damit lassen sich alle drei

Summanden gegen % fiir n > N abschétzen und die Aussage ist gezeigt.

¢) Wir berechnen zunéchst 12 + 119 mittels der Definition. Wir erhalten

iz -1 it n it —it " gin(t
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wobei wir im Integral iiber [—n, —1] erst s = —¢ substituiert haben und danach
wieder ¢ statt s notiert haben. Wir wissen, dass der linke Term gegen im konvergiert,

nach Division durch 2i erhalten wir also [ i sin®) gt — 5 fiir n — oo. Solange das

Integral J aber existiert, konvergiert der ernste Term auch gegen J, womit wir J =

5 erhalten. Wir miissen also nur noch zeigen dass das betrachtete uneigentliche

Riemann-Integral wirklich existiert. Weil 2 hei ¢ = 0 stetig durch 1 fortgesetzt
werden kann, ist das Integral nur an der oberen Grenze uneigentlich, wir miissen
also nur noch beweisen, dass zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle
n > N die Ungleichung | fboo wdﬂ <€ gilt denn dann existiert auch das Integral.

Wir finden zunéichst ein K € N mit | [ sin(t dt| < 5 fiir alle k € N mit k& > K. Weil
b, — oo gilt, finden wir ein N € N mit n 2 N :> b, > K. AuBlerdem finden wir
ein K’ € Nmit n > N' = ;= < 5. Fiir alle n > max{N, N’} gilt nun

/Oosin(t)dt S/“’"Hsm dt 4+ / sin(t i+£<§+§:€’
bn t bn [on] bn 2 2 2

wobei die Standardungleichung fiir Integrale und die Ungleichungen |sin(¢)| < 1
fiir alle t € R und 0 < [b,] — b, < 1, sowie die Monotonie der Funktion ¢ ~— 1
benutzt wurden. Damit haben wir die Existenz des uneigentlichen Integrals gezeigt
und wissen, dass wir den Wert berechnen konnen, indem wir irgendeine spezielle
Folge b,, wihlen. Mit b,, = n folgt nun J =2

3=

3=
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