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Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) Jede holomorphe Funktion f: B1(0)={z€ C: |z| <1} — C mit |f(z)| = 1 fiir alle z € B1(0)
ist konstant.

b) Jede holomorphe Funktion f: C — C mit f(z + 1) = f(z) = f(z + 1) fiir alle z € C ist konstant.

c¢) Jede holomorphe Funktion f: C — C mit f(k) = f(ik) = {(0) fiir alle k € Z ist konstant.

Zu a)

WAHR. Da [f(z)| =1 fiir alle z € B1(0) gilt, hat [f] : B1(0) — C in jedem & € B(0) ein lokales
Maximum. Nach dem Maximumsprinzip ist die holomorphe Funktion f auf der
zusammenhdngenden Menge B1(0) konstant.

Zub)

WAHR. Fir k,l € Z sei Wy, '={z € C:RE(z) € [k, k + 1],IM(z) € [l,! + 1]}. Dannist C =
Uk,lEZ Wk,l also f(C) = Uk,lEZ f(Wk,l)' Firw € Wk,l ist f(W) = f(W-l) =...= f(W-k) = f(W-k-l) =
. =f(w-k-li)und w — k — li € Wy, also f(C) = f(Wy,)-

Da Wy, als beschrinkte und abgeschlossene Teilmenge von C kompakt ist, ist {{Wo,0) als Bild einer
kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung ebenfalls kompakt. Somit ist f(C)=f(Wo,0) als

kompakte Menge insbes. beschrinkt und f als ganze beschrinkte Funktion nach dem Satz von
Liouville konstant.

Zuc)

FALSCH. Gegenbeispiel: f: C—C, z— sin(nz)*sin(inz) ist als Produkt zweier holomorpher
Funktionen selbst holomorph und erfiillt f(k) = sin(kr)*sin(ikr) = 0 = f(ik) = sin(ikm)*sin(-km) =

f(0). Aber f G) = sin G) * sin (E) =2 (e% - e%r> =—1+ 0= f(0), also ist f nicht konstant.
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