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Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen: 

a) Jede holomorphe Funktion f : B1(0) = {z ∈ ℂ : |z| < 1} → ℂ mit |f(z)| = 1 für alle z ∈ B1(0) 
ist konstant. 

b) Jede holomorphe Funktion f : ℂ → ℂ mit f(z + i) = f(z) = f(z + 1) für alle z ∈ ℂ ist konstant. 
c) Jede holomorphe Funktion f : ℂ → ℂ mit f(k) = f(ik) = f(0) für alle k ∈ ℤ ist konstant. 

 

Zu a)  

WAHR. Da |f(z)| = 1 für alle z ∈ B1(0) gilt, hat |f| : B1(0) → ℂ in jedem ξ ∈ B1(0) ein lokales 
Maximum. Nach dem Maximumsprinzip ist die holomorphe Funktion f auf der 
zusammenhängenden Menge B1(0) konstant. 

Zu b) 

WAHR. Für 𝑘, 𝑙 ∈ ℤ sei 𝑊!,# ≔ {𝑧 ∈ ℂ: 𝑅𝐸(𝑧) ∈ [𝑘, 𝑘 + 1], 𝐼𝑀(𝑧) ∈ [𝑙, 𝑙 + 1]}. Dann ist ℂ =
⋃ 𝑊!,#!,#∈ℤ  also 𝑓(ℂ) = ⋃ 𝑓(𝑊!,#)!,#∈ℤ . Für 𝑤 ∈ 𝑊!,# ist f(w) = f(w-1) = … = f(w-k) = f(w-k-i) = 
… = f(w-k-li) und 𝑤 − 𝑘 − 𝑙𝑖 ∈ 𝑊&,&, also 𝑓(ℂ) = 𝑓(𝑊&,&). 

Da W0,0 als beschränkte und abgeschlossene Teilmenge von ℂ kompakt ist, ist f(W0,0) als Bild einer 
kompakten Menge unter einer stetigen Abbildung ebenfalls kompakt. Somit ist f(ℂ)=f(W0,0) als 
kompakte Menge insbes. beschränkt und f als ganze beschränkte Funktion nach dem Satz von 
Liouville konstant. 

Zu c) 

FALSCH. Gegenbeispiel: f: ℂ→ℂ, z→ sin(πz)*sin(iπz) ist als Produkt zweier holomorpher 
Funktionen selbst holomorph und erfüllt f(k) = sin(kπ)*sin(ikπ) = 0 = f(ik) = sin(ikπ)*sin(-kπ) = 
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# E = −1 ≠ 0 = 𝑓(0)	, also ist f nicht konstant. 

 


