Frithjahr 20 Themennummer 3 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Betrachten Sie die Funktionenreihe f(x) :=>" 7 27" sin(2"z).

a) Zeigen Sie, dass die Reihe fiir alle z € R konvergiert, also eine Funktion f: R — R
definiert.

b) Zeigen Sie, dass [ stetig ist.
Hinweis: Sie konnen die GleichméBigkeit der Konvergenz benutzen.

c) Zeigen Sie, dass f periodisch mit Periode 27 ist.

d) Zeigen Sie, dass f in 0 nicht differenzierbar ist, indem Sie fiir die Differenzenquoti-

e (x/2) — 1(0)
w/2%) — f(0
dy, = keN
F m/2k (k€ N)
die Beziehung dy1 = di + Zk:l sin(zk%) ableiten und folgern, dass gilt: limy_, dy =
+00.
Losungsvorschlag:

a) Das Wurzelkriterium fiithrt hier zum Ziel, wir verwenden aber das Majorantenkri-
terium. Fiir alle z € R und n € N gilt [sin(2"z)| < 1, also ist )~ ;27" eine
Majorante. Weil es sich um eine geometrische Reihe mit ¢ = % handelt und |¢| < 1
ist, konvergiert diese absolut. Daher konvergiert auch die Reihe f(z) absolut und
ist somit konvergent.

b) Die Abschitzung aus der vorherigen Aufgabe zeigt weiter, dass die Konvergenz
gleichméBig ist, weil das Weierstra3-Kriterium erfiillt ist, f ist also gleichméfiger
Grenzwert der Funktionenfolge f,,, == >""" /27" sin(2"z) und stetig, weil alle f,, als
Verkniipfungen stetiger Funktionen selbst stetig sind und Stetigkeit unter gleichméfiger
Konvergenz erhalten wird.

c¢) Die Sinusfunktion ist periodisch mit Periode 2, fiir alle ganzen Zahlen 2z und alle
r € R gilt daher sin(z + 2z7) = sin(z). Weil 2" € N C Z fiir alle n € N gilt,
folgt nun f(z + 27) = > 2 27 sin(2"(x + 27)) = D> - 27 "sin(2"x + 2 - 2"w)) =

Yo g2 "sin(2"x) = f(x) fiir alle z € R, also ist f 27-periodisch.

d) Wir berechnen f(0) = ">° 2 "sin(2"-0) = > > ;0 = 0, weil sin(0) = 0 ist. Also
ist fiir alle k € N :

2k 0o i 1 k—1 i i 1 k
dy = — 27" sin (2" = — 2" " sin(2" = — 2" sin(27"
B= 2 sin(2" ") - ; sin(2" ") - ; sin(27"7),

wobei wir verwendet haben, dass alle ganzzahligen Vielfachen von 7 Nullstellen der
Sinusfunktion sind und 2" % € N C Z fiir n > k gilt. Im letzten Schritt wurde
zudem die Summationsreihenfolge umgekehrt. Aus dieser Darstellung ist sofort die
Beziehung dj1 — dj, = 225+!sin(2-*"+V7) ersichtlich, wonach durch Addition von
dy, sofort die Behauptung folgt.



Weil der Sinus auf dem offenen Intervall (0, 7) nur positive Werte annimmt und fiir
k € N das Argument 57 nur in diesem Intervall liegt, ist die Folge (d)ren streng
monoton wachsend, sie muss also entweder gegen einen Grenzwert d € R konvergie-
ren oder gegen +oo divergieren. Angenommen sie wiirde konvergieren, dann wiirde
im Grenziibergang aus der obigen Beziehung die Gleichung d = d+1, also 0 = 1 fol-
gen, ein Widerspruch.(]?emnach muss die Folge gegen +o0o divergieren. Dabei wurde

der Grenzwert liH(l] == = 1 benutzt und, dass (57 )ren eine Nullfolge ist. Insbe-
T—

sondere folgt daraus auch, dass der Differentialquotient von f bei 0 nicht existiert,
f ist also in 0 nicht differenzierbar.

J.F.B.



