F20T3A1

Das Vektorfeld f: R? - R?; (x4, x,) = (sin(x,), — sin(x;)) bestimmt die Differentialgleichung
x'= f(x).

a) Zeigen Sie: Fiir alle Anfangswerte x, € R? existiert eine eindeutige Losung Py, R - R2.

b) Bestimmen Sie alle Gleichgewichtspunkte (Ruhelagen) in R2.

c) Zeigen sie, dass die Funktion H: R? - R; (x4, x,) — cos(x;) + cos(x,) eine
Erhaltungsgrée (Konstante der Bewegung) ist.

d) Welche Gleichgewichtspunkte sind Lyapunov-stabil, welche instabil? Benutzen Sie Teil c)
zum Nachweis der Lyapunov-Stabilitit.

Zu a)

Es ist f stetig differenzierbar und || f (x4, x5)||lc = max{|sin(x,)|, |—sin(x;)|} < 1. Nach dem
Existenz- und Eindeutigkeitssatz mit linear beschrénkter rechter Seite hat das Anfangswertproblem

.Xé _ xl <x1 (O)) _ 2 . . . . . .
(xé) =f (Xz) \x,0)) = Xy € R eine eindeutige, auf ganz R definierte maximale Losung

Px,: R = R2.

Zub)

Die Ruhelagen sind genau die Nullstellen von f, also (km, ) mit k,l € Z.

Zuc)
Hertule (Goradi) (32) £ () = (Conee) (o2 Ny = o pur e (1) e we
deshalb ist H eine Erhaltungsgrofle.
Zu d)
—_1\!
Die Jacobimatrix (Jf) (2) — (_ Cog(x1) Cos(ng)> liefert (/) (llc;rr) _ <_(£)1)k ( 01) ) mit

. (z+1)(z—1);k+ lungerade
2 —1)k+l — )
charakteristischem Polynom z* + (—1 { (z+0D(z—10) ;k+1gerade

Fiir ungerades k+1 hat (Jf) (IZ:) einen Eigenwert mit positivem Realteil, somit ist (kn) eine

I
instabile Ruhelage. Fiir gerades k+1 haben beide Eigenwert Realteil 0, somit ist durch Linearisieren

keine Stabilitdtsaussage moglich.

X1\ _ (— sin(x)
(gradH) (xz) = (_ sin(xz)
kritischen Punkte von H.

Es ist (HessH) (2) = <_ cog(xl) B co(s)(x2)>’ also (HessH) (2) = <_(51)k —(81)l>;

) hat ebenfalls die Nullstellen (km, ) mit k, | € Z; diese sind also die



1 ;k,lbeide ungerade

—1;k, L beide gerade - In beiden Fillen

diese hat fiir gerades k+I den doppelten Eigenwert A = {

hat die Erhaltungsgrdf3e ein isoliertes lokales Extremum, daher ist (IZ:) eine stabile Ruhelage.

X1 kmy . . .
Denn fiir k, | ungerade ist V. ;: R? -» R ; ( 2) - H (Xz) - H (ln) eine Lyapunovfunktion fiir

x X1 km kmy . . .. . ) .
(}é) =f (x ) mit Vy; (ln) = 0 und da (ln) ein isoliertes lokales Minimum von H ist, gibt es

eine Umgebung U von (ll(;:) sodass Vy ( ) > Via (IZTT) = 0 fir alle ( ) € U\ {( )} gilt.

Laut VL ist dann (kﬂ

ln) eine stabile Ruhelage.

km
I

x
(2) =f (x;) mit Vy; (IZTT) = 0 und da (Ilcn) ein isoliertes lokales Maximum von H ist, gibt es

eine Umgebung U von (ll(;:) sodass Vy, (2) > Vi (IZTT) = 0 fir alle ( ) € U\ {( )} gilt.

Laut VL ist dann (llc;TT

X
Analog ist fir k, 1 gerade ist Vj;: R - R; (Xz) - —H (x;) +H ( ) eine Lyapunovfunktion fiir

) eine stabile Ruhelage.



