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a) Sei xo € ]0, n[. Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem
x' = sin(x), x(0) = xo (1)

eine eindeutig bestimmte globale Losung x : R — R besitzt.

b) Zeigen Sie, dass tlim x(t) undtlim x(t) existieren und bestimmen Sie diese Grenzwerte.
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c) Zeigen Sie, dass es ein t* € R gibt derart, dass x auf | — oo, t*[ strikt konvex und auf |t*, oo[ strikt
konkav ist.

Zu a)

sin: R - R ; x - sin(x) ist stetig differenzierbar und |sin(x)| < 1 fiir alle x € R. Nach dem
globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz mit linear beschrankter rechter Seite besitzt dann das
Anfangswertproblem (1) eine eindeutig bestimmte, auf ganz R definierte Losung.

Zub)

Fiir die Anfangswertprobleme mit xo = 0 und xo = © sind die beiden konstanten Losungen 445: R —
R;t = 0und A5: R = R ; t — 7 bereits die maximalen Losungen, da sie auf ganz R definiert sind.
Wegen 0 < xo < 7 sind die drei Graphen der maximalen Losungen I'(4,) = {(¢,0):t € R},

F(lxo) = {(t, Ay (t)) 't € ]R} und I'(A,) = {(t,m): t € R} disjunkt, also 0 < 4, (t) < m fiir alle
t € R (denn sonst ergibe der Zwischenwertsatz einen Schnittpunkt). Da A, eine Losung von (1)
ist, gilt A (t) = sin (Axo (t)) >0 fir alle 0 < A, (t) < m,d.h.fiiralle t € R; d.h. A, ist streng
monoton steigend. Als streng monoton steigende, bschrinkte Funktion existiert dann a :=

inf{Ax0 (t):t e ]R} = tl_i)r_noox(t) und b := sup{/lxo (t):t e ]R} = th_)rg x(t) mita, b € [0, m].

Angenommen b < 1. Dann ist Ay (t) = sin (Axo (t)) 2 sin(b) > 0. Nach Definition des
Grenzwerts gibt es N > 0 mit A} (t) > %sin(b) fir alle t = N imd daher ist 4, (t) = xo +
fot A (8)ds = xo + fON Ay, (s)ds + f]\ESin(b) ds = ist ,,(N) + %sin(b)(t — N) nach oben
unbeschrankt im Widerspruch zu ist 4, (t) € ]0,n[ fiir alle t € R. Somit giltb = .

Analog zeigt man a = 0.

Zuc)

Lt. VL gilt: Ist I € R ein Intervall, f: I — R differenzierbar und f': I = R streng monoton
steigend (bzw. fallend), so ist f strikt konvex (bzw. konkav).

streng monoton steigend fiir A, (t) € ]0,2[
Esist Ay, (t) = sin (Axo (t)) Da 4,, nach (b)

streng monoton fallend fiir A, (t) € E, T[[.



€ ]o,g[ firt <t
streng monoton steigend ist, gibt es genau ein t" € R mit 4, (t) { = g furt =t*. Damitist
€ E,n[fﬁt t>t*

Ay [1—o0¢* Strikt konvex und A, [1-c [ Strikt konkav.



