
(F20T1A5) 

Sei 𝐺: [0,1]! → ℝ	; (𝑥, 𝑦) → 0𝑦
(𝑥 − 1)		𝑓ü𝑟	𝑦 ≤ 𝑥
𝑥(𝑦 − 1)		𝑓ü𝑟	𝑦 > 𝑥 . 

a) Sei 𝑓: [0,1] → ℝ stetig. Zeigen Sie, dass die Funktion 𝑢: [0,1] → ℝ	; 𝑥 → ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"
#  

zweimal stetig differenzierbar ist mit u''(x) = f(x) für x ∈ [0, 1], u(0) = u(1) = 0. 
b) Zeigen Sie, dass durch  

𝑢#(𝑥) ≔ 0, 𝑢$%"(𝑥) ≔ ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦) cos?𝑢$(𝑦)@ 	𝑑𝑦
"
# 	𝑓ü𝑟	𝑥 ∈ [0,1], 𝑛 ∈ ℕ# eine Folge 

stetiger Funktionen (𝑢$: [0,1] → ℝ)$∈ℕ! definiert wird, die gleichmäßig gegen eine 
zweimal stetig differenzierbare Funktion 𝑢: [0,1] → ℝ konvergiert mit  
𝑢(((𝑥) = cos?𝑢(𝑥)@ 	𝑓ü𝑟	𝑥 ∈ [0; 1], 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0. 

 

Zu a) 

Es ist 𝑢(𝑥) = 	∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"
# = ∫ 𝑦(𝑥 − 1)𝑓(𝑦)	𝑑𝑦)

# + ∫ 𝑥(𝑦 − 1)𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"
) = (𝑥 −

1) ∫ 𝑦𝑓(𝑦)	𝑑𝑦)
# + 𝑥 ∫ (𝑦 − 1)𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"

) ,  

deshalb existiert u(x) als Integral einer stetigen Funktion über ein kompaktes Intervall. Nach 
Kettenregel und Hauptsatz der Differential- und Integralrechung ist u differenzierbar mit 𝑢((𝑥) =
∫ 𝑦𝑓(𝑦)	𝑑𝑦)
# + (𝑥 − 1)𝑥𝑓(𝑥) + ∫ (𝑦 − 1)𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"

) − (𝑥 − 1)𝑥𝑓(𝑥) = ∫ 𝑦𝑓(𝑦)	𝑑𝑦)
# +

∫ (𝑦 − 1)𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"
) = ∫ 𝑦𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"

# − ∫ 𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"
) = ∫ 𝑦𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"

# + ∫ 𝑓(𝑦)	𝑑𝑦)
" .  

Da ∫ 𝑦𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"
#  nicht von x abhängt, ist u' laut Hauptsatz de Differential- und Integralrechnung 

differenzierbar mit 𝑢(((𝑥) = 𝑓(𝑥) stetig; somit ist u zweimal stetig differenzierbar und es gilt: 
𝑢(0) = 	−∫ 𝑦𝑓(𝑦)	𝑑𝑦#

# + 0∫ (𝑦 − 1)𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"
# = 0 = 0∫ 𝑦𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"

# + ∫ (𝑦 − 1)𝑓(𝑦)	𝑑𝑦"
" = 𝑢(1). 

 

Zu b) 

Für alle 𝑥 ∈ [0; 1] gilt: ∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑦"
# = ∫ |𝑦(𝑥 − 1)|	𝑑𝑦)

# + ∫ |𝑥(𝑦 − 1)|	𝑑𝑦"
) = (1 − 𝑥) ∫ 𝑦	𝑑𝑦)

# +

𝑥 ∫ (1 − 𝑦)	𝑑𝑦"
) = (1 − 𝑥) FG*

"

!
H
#

)
I + 𝑥 FG𝑦 − *"

!
H
)

"
I = ⋯ = "

!
𝑥(1 − 𝑥), also  

sup M∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑦"
# ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]O = sup M"

!
𝑥(1 − 𝑥) ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]O = "

+
.   (1) 

Damit ist 𝑢#(𝑥) − 𝑢"(𝑥) = 0 − ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦) cos(0) 	𝑑𝑦"
# = −∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)	𝑑𝑦"

# , also ist 

sup{|𝑢#(𝑥) − 𝑢"(𝑥)| ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]} ≤ sup MR−∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦"
# R ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]O ≤ sup M∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑦"

# ∶

	𝑥 ∈ [0; 1]O = "
+
.          (2) 

|𝑢"(𝑥) − 𝑢!(𝑥)| = R∫ 𝐺(𝑥, 𝑦) cos?𝑢#(𝑥)@ 	𝑑𝑦
"
# − ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦) cos?𝑢"(𝑦)@ 	𝑑𝑦

"
# R =

R∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)?cos?𝑢#(𝑥)@ − cos?𝑢"(𝑦)@@	𝑑𝑦
"
# R ≤ ∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)|Scos?𝑢#(𝑥)@ − cos?𝑢"(𝑦)@S	𝑑𝑦

"
# ≤



?∗ 1@ ≤ ∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)||𝑢#(𝑥) − 𝑢"(𝑦)|	𝑑𝑦
"
# , also ist sup{|𝑢"(𝑥) − 𝑢!(𝑥)| ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]} ≤

sup M∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)||𝑢#(𝑥) − 𝑢"(𝑦)|	𝑑𝑦
"
# ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]O ≤ (2) ≤ 	 sup M∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)| "

+
	𝑑𝑦 ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]"

# O =

(1) = V"
+
W
!
= "

,-
. Dieses ist der Induktionsanfang für den Beweis der folgenden Behauptung: 

sup{|𝑢./"(𝑥) − 𝑢.(𝑥)| ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]} ≤ V"
+
W
.
für alle k ∈	ℕ. 

Der Induktionsschritt k → k+1 ist: sup{|𝑢.(𝑥) − 𝑢.%"(𝑥)| ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]} =
sup MR∫ 𝐺(𝑥, 𝑦)?cos?𝑢.(𝑥)@ − cos?𝑢.%"(𝑦)@@	𝑑𝑦

"
# R ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]O ≤ sup M∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)||𝑢.(𝑥) −

"
#

𝑢.%"(𝑥)|	𝑑𝑦 ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]O ≤ (𝐼𝑉) ≤ sup 0∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)| V"
+
W
.
𝑑𝑦"

# ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]Z ≤

sup 0V"
+
W
.
∫ |𝐺(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑦"
# ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]Z ≤ (1) ≤ sup 0V"

+
W
. "
+
	 ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]Z = V"

+
W
.%"

. 

Damit gilt für k, l ∈	ℕ, k < l: sup{|𝑢.(𝑥) − 𝑢0(𝑥)| ∶ 	𝑥 ∈ [0; 1]} ≤ ∑ sup\S𝑢1(𝑥) − 𝑢1%"(𝑥)S ∶0/"
12.

	𝑥 ∈ [0; 1]] ≤ ∑ V"
+
W
1

0/"
12. =

"/3#$4
%&#

"/#$
−

"/3#$4
'&#

"/#$
= +

5
FV"

+
W
.%"

− V"
+
W
0%"
I = +

5
V"
+
W
.%"

F1 − V"
+
W
0/.
I

.,0→8
⎯̂⎯̀ 0 und deshalb konvergiert die Funktionenfolge (𝑢$: [0,1] → ℝ)$∈ℕ! gleichmäßig auf [0;1]. 

Damit ist laut VL der Grenzwert 𝑢: [0,1] → ℝ eine stetige Funktion. Laut Rekursionsgleichung gilt 
𝑢.%"(𝑥) ≔ ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦) cos?𝑢.(𝑦)@ 	𝑑𝑦

"
#  mit 𝑢.%"(𝑥) .→8⎯̂̀ 𝑢(𝑥) und 𝑢.(𝑦) .→8⎯̂̀ 𝑢(𝑦). Da 

Scos?𝑢.(𝑦)@S ≤ 1 und |𝐺(𝑥, 𝑦)| ≤ 1 für alle 𝑥, 𝑦 ∈ [0; 1] gilt, gibt es eine integrierbare Majorante, 
also folgt aus der punktweisen Konvergenz des Integranden 
∫ 𝐺(𝑥, 𝑦) cos?𝑢.(𝑦)@ 	𝑑𝑦
"
# .→8

⎯̂̀ ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦) cos?𝑢(𝑦)@ 	𝑑𝑦"
# . Deshalb löst die stetige Funktion 

𝑢: [0,1] → ℝ die Integralgleichung 𝑢(𝑥) = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑦) cos?𝑢(𝑦)@ 	𝑑𝑦"
# . Mit 𝑓: [0; 1] → ℝ	; 𝑦 →

cos?𝑢(𝑦)@ folgt aus (a), dass u zweimal stetig differenzierbar ist, dass	𝑢(0) = 𝑢(1) = 0	und	dass 
𝑢(((𝑥) = cos?𝑢(𝑥)@ 	𝑓ü𝑟	𝑥 ∈ [0; 1]. 

 

 

 

 

 
1 𝐹ü𝑟	𝑣, 𝑤 ∈ ℝ, 𝑣 < 𝑤 gibt es laut Mittelwertsatz ein 𝜉 ∈ [𝑣, 𝑤]	𝑚𝑖𝑡 ()*(,).()*(/)

,./
= cos0(𝜉) = sin(𝜉), also ist 

|cos(𝑣) − cos(𝑤)| ≤ |𝑣 − 𝑤|. 


