(F20T1A5)

y(x—1) firy<x

Sei G:[0,1]? » R; (x,y) - {x(y— 1) firy>x°

a) Sei f:[0,1] - R stetig. Zeigen Sie, dass die Funktion u: [0,1] » R; x — fol G, v)f(y) dy
zweimal stetig differenzierbar ist mit u"(x) = f(x) fiir x € [0, 1], u(0) =u(1) =0.

b) Zeigen Sie, dass durch
Up(x) =0, Upsq(x) = f01 G(x,y) cos(u,(y)) dy fir x € [0,1],n € N, eine Folge
stetiger Funktionen (u,: [0,1] = R),ey, definiert wird, die gleichmiBig gegen eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion u: [0,1] — R konvergiert mit
u'’(x) = cos(u(x)) fur x € [0;1],u(0) = u(1) = 0.

Zu a)
Esistu(®) = [ G f@) dy = [y - DfO) dy + [ x(v - Df ) dy = (x -
D) [ yfo) dy +x [ (y - DFB) dy.

deshalb existiert u(x) als Integral einer stetigen Funktion {iber ein kompaktes Intervall. Nach
Kettenregel und Hauptsatz der Differential- und Integralrechung ist u differenzierbar mit u'(x) =

yf@)dy + (x = Dxf ) + [[ (v = Df @) dy — (x — Daf(x) = [ yf () dy +
LO-Dfdy= [ yf®dy— [ fO)dy = [ yf0)dy+ [[ ) dy.

Da [ 01 yf (y) dy nicht von x abhingt, ist u' laut Hauptsatz de Differential- und Integralrechnung
differenzierbar mit u”’ (x) = f(x) stetig; somit ist u zweimal stetig differenzierbar und es gilt:

u(0) = = [Jyf() dy +0 [y = Df@) dy =0=0 [, yf() dy + [/ (y = DF) dy = u(1).

Zub)
Fiir alle x € [0; 1] gilt: [[1G(x,»)|dy = [ly(x — Dl dy + [ |x(y — Dl dy = (1 —x) [y dy +

xfxl(l —y)dy =(1—-x) ([Y;]:) +x ([y — y;]i) == lx(l — x), also

2
sup {follG(x.y)Idy : x € [0; 1]} = sup {%x(l —x): x €[0; 1]} =z (1)
Damit ist ug(x) —uy(x) = 0 — fol G(x,y)cos(0) dy = — fol G(x,y) dy, also ist

sup{lug(x) —u, ()| = x € [0;11} < sup{|— [ G, y)dy| : x € [0;11} < sup{[]16(x, y)ldy :
xe[0;1]} =2 )

Jus () = 1,0 = | GG y) cos(ue () dy = f G(x,y) cos(uy () dy| =
|f01 G(x, y)(cos(uo(x)) - cos(ul(y))) dy| < follG(x, y)||cos(u0 (x)) — cos(u1 (y))| dy <



(+1) < [16Ce Mo () — w3 ()] dy, also st sup{luy (x) — ()] : x € [0;1]} <
sup {[16 (e, y)llue (1) = uy ) dy : x € [0;1]} < (2) < sup{[,16(x,»)12 dy: x € [0;1]} =

2
(1) = (%) = 6%. Dieses ist der Induktionsanfang fiir den Beweis der folgenden Behauptung:

sup{|up_1(x) —ur(¥)] : x € [0;1]} < (%)kﬁir alle k € N.

Der Induktionsschritt k — k+1 ist: sup{|u, (x) — ug41(x)| : x € [0; 1]} =
sup{|; 6(x, ) (cos(we(x)) — cos(uwen ())) dy| = x € [0; 11} < sup {16 Ce, Yl (x) —

U1 ()] dy = x € [0; 1]} < (V) < sup {follG(x,y)I (é)k dy : x € [0; 1]} <
S“p{@k [16Gey)ldy : x € [0; 1]} < (D)< sup{@)ké : x € [0; 1]} = (%)kﬂ.

Damit gilt fiir k, 1 € N, k <1: sup{]uy (x) — u;(x)| : x € [0;1]} < Zﬁ;}c sup{|uj(x) — uj+1(x)| :

rewmn < Q) =2 -H (- () =29 (-0

—— 0 und deshalb konvergiert die Funktionenfolge (uy: [0,1] = R),en, gleichmiBig auf [0;1].

II;lamit ist laut VL der Grenzwert u: [0,1] = R eine stetige Funktion. Laut Rekursionsgleichung gilt
Uesr () = [ 6(x,) cos(we () dy mit w1 () —> u(x) und we(y) —u(y). Da

|cos(uk (y))| < 1und |G(x,y)| <1 fiiralle x,y € [0; 1] gilt, gibt es eine integrierbare Majorante,
also folgt aus der punktweisen Konvergenz des Integranden

) 01 G(x,y) cos(u(v)) dy 2 ) 01 G(x,y) cos(u(y)) dy. Deshalb 16st die stetige Funktion

u:[0,1] - R die Integralgleichung u(x) = fol G(x,y) cos(u(y)) dy.Mit f:[0;1] > R;y -
cos(u(y)) folgt aus (a), dass u zweimal stetig differenzierbar ist, dass u(0) = u(1) = 0 und dass
u’(x) = cos(u(x)) fur x € [0; 1].

cos(v)—cos(w)

' Fiir v,w € R,v < w gibt es laut Mittelwertsatz ein & € [v, w] mit = cos'(§) = sin(§), also ist

|cos(v) — cos(w)| < |[v —w|.



