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a) Seien (ak)k≥1 und (bk)k≥1 Folgen reeller Zahlen mit
∑∞

k=1 a
2
k < ∞ und∑∞

k=1 b
2
k < ∞. Beweise mithilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der

Dreiecksungleichung im Rn, dass die Reihe
∑∞

k=1 akbk absolut konvergiert
und folgende Abschätzung erfüllt:∣∣∣∣∣

∞∑
k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤
(
∞∑
k=1

a2k

) 1
2
(
∞∑
k=1

b2k

) 1
2

b) Beweise, dass für alle n ≥ 2 gilt:

n∑
k=1

1

k2
≤ 1 +

n−1∑
k=1

1

k(k + 1)
= 2− 1

n
.

c) Sei (ck)k≥1 eine Folge reeller Zahlen mit
∑∞

k=1 k
2c2k < ∞. Beweise, dass die

Reihe
∑∞

k=1 ck absolut konvergiert und folgende Abschätzung erfüllt:∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ck

∣∣∣∣∣ ≤ √2

(
∞∑
k=1

k2c2k

) 1
2

Zu a):

Sei n ∈ N. Betrachte die Vektoren a :=

|a1|...
|an|

 , b :=

|b1|...
|bn|

 ∈ Rn.

Es gilt nach Definition des Standardskalarprodukts und mit der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

n∑
k=1

|akbk| =

〈|a1|...
|an|

 ,

|b1|...
|bn|

〉 ≤√||a||2||b||2 =

(
n∑

k=1

a2k

) 1
2
(

n∑
k=1

b2k

) 1
2

=: Mn.

Damit ist die Folge der Partialsummen (
∑n

k=1 |akbk|)n∈N eine monoton steigende
und durch (Mn)n∈N mit lim

n→∞
Mn <∞ beschränkte und damit konvergente Folge.

Die Reihe
∑∞

k=1 akbk konvergiert also absolut.
Zum Nachweis der Ungleichung stellen wir fest, dass aus der Dreiecksungleichung
folgt ∣∣∣∣∣

n∑
k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=1

|akbk| ≤Mn

und damit, weil beide Grenzwerte existieren, auch

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

akbk

∣∣∣∣∣ ≤ lim
n∈→∞

n∑
k=1

|akbk| ≤ lim
n→∞

Mn =

(
∞∑
k=1

a2k

) 1
2
(
∞∑
k=1

b2k

) 1
2

,



was zu zeigen war. Im letzten Schritt wurde die Konvergenz der Reihen mit Fol-
gengliedern a2k bzw. b2k verwendet.

Zu b):

Wir stellen zunächst für k ∈ N, k > 1 fest:

1

k2
=

1

k
· 1

k︸︷︷︸
≤ 1

k−1

≤ 1

k(k − 1)
=

1

k − 1
− 1

k
.

Damit folgt auch für die Reihe:

n∑
k=1

1

k2
= 1 +

n∑
k=2

1

k2
≤ 1 +

n∑
k=2

1

k(k − 1)
= 1 +

n−1∑
k=1

1

(k + 1)k
= 1 +

n∑
k=2

1

k − 1
− 1

k

= 1 + 1− 1

n
= 2− 1

n
,

wobei in der zweiten Zeile die Kenntnis des Grenzwerts der Teleskopsumme ver-
wendet wurde.

Zu c):

Nach Teil b) gilt
∑∞

k=1
1
k2
≤ limn→∞ 2− 1

n
= 2.

Zusammen wird der Voraussetzung
∑∞

k=1 k
2c2k <∞ und Teil a) folgt dann, dass∑∞

k=1 ck =
∑∞

k=1
1
k
· (kck) absolut konvergiert und, dass die Abschätzung∣∣∣∣∣

∞∑
k=1

ck

∣∣∣∣∣ ≤
(
∞∑
k=1

1

k2

) 1
2
(
∞∑
k=1

(kck)2

) 1
2

≤
√

2

(
∞∑
k=1

k2c2k

) 1
2

gilt.


