
F19T2A3

Es sei A :=

(
−2 −1
1 0

)
und g : R→ R2 mit t 7→

(
−t
t

)
.

a) Bestimme die Fundamentalmatrix eAt zu x′ = Ax.

b) Bestimme die maximale Lösung von

x′ = Ax+ g(t) , x(1) =

(
0
1

)
.

c) Zeige, dass die in b) bestimmte Lösung von x′ = Ax + g(t) asymptotisch
stabil ist.

Zu a):

Wir bestimmen die Eigenwerte von A als Nullstellen von

det

(
−2− x −1

1 −x

)
= (2 + x)x+ 1 = x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2.

Also ist λ = −1 doppelter Eigenwert von A. Weiter ist

Eig(A,−1) = ker(A+ E2) = ker

(
−1 −1
1 1

)
= lin

{(
1
−1

)}
.

Da der Hauptraum in R2 enthalten ist und die Dimension zwei haben muss, gilt

H(A,−1) = R2. Offensichtlich ist damit v2 :=

(
−1
0

)
∈ H(A,−1) \ Eig(A,−1).

Definiere damit v1 := (A + E2)v2 =

(
1
−1

)
∈ Eig(A,−1) und die Transformati-

onsmatrix T := (v1|v2). Nach Vorlesung führt diese Konstruktion dann auf die
Jordannormalform

J :=

(
−1 1
0 −1

)
= T−1 · A · T mit T =

(
1 −1
−1 0

)
, T−1 =

1

0− 1
·
(

0 1
1 1

)
Damit ist dann

eAt = TeJtT−1 =

(
1 −1
−1 0

)
· e−t ·

(
1 t
0 1

)
·
(

0 −1
−1 −1

)
= e−t ·

(
1 −1
−1 0

)
·
(
−t −1− t
−1 −1

)
= e−t ·

(
1− t −t
t 1 + t

)



Zu b):

Mithilfe der Lösungsformel ist die maximale Lösung gegeben durch die Funktion
λ : R→ R2 mit

λ(t) = eA(t−1) · x(1) + e−A(t−1) ·
∫ t

1

eA(s−1) · g(s) ds

= e1−t ·
(

1− (t− 1) −(t− 1)
(t− 1) 1 + (t− 1)

)
·
(

0
1

)
+ e1−t ·

(
2− t 1− t
t− 1 t

)
·
∫ t

1

es−1 ·
(

s s− 1
1− s 2− s

)
·
(
−s
s

)
ds

= e1−t ·
(

1− t
t

)
+ e1−t ·

(
2− t 1− t
t− 1 t

)
·
∫ t

1

es−1 ·
(
−s2 + s2 − s

−s+ s2 + 2s− s2
)

ds

= e1−t ·
(

1− t
t

)
+ e1−t ·

(
2− t 1− t
t− 1 t

)
·
∫ t

1

es−1 ·
(
−s
s

)
ds

= e1−t ·
(

1− t
t

)
+ e1−t ·

(
2− t 1− t
t− 1 t

)
·
[(

1− s
−1 + s

)
· es−1

]s=t

s=1

= e1−t ·
(

1− t
t

)
+ e1−t ·

(
2− t 1− t
t− 1 t

)
·
[(

1− t
−(1− t)

)
et−1

]
= e1−t ·

(
1− t
t

)
+

(
1− t
−(1− t)

)

Zu c):

Da der Realteil des Eigenwerts −1 kleiner als 0 ist, ist die Lösung asymptotisch
stabil.


