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Zeige: Das System von Differentialgleichungen

!
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besitzt ein Erstes Integral S, d.h. es gibt eine nicht-konstante Funktion
S : R* - R, so dass t — S(z(t),y(t)) fiir jede Losung t — (x(t),y(t))
des Differentialgleichungssystems konstant ist.

Leite hieraus ab, dass jede Losung des zugehorigen Anfangswertproblems
(z(0),%(0)) = (0,1) die Relation y(t) = e*® fiir alle ¢ aus dem Definiti-
onsbereich der Losung erfiillt.

Zeige (z. B. mithilfe von a)), dass jede Losung des Anfangswertproblems

" =e*, x(0)=0, 2'(0)=1 (1)

16st.

Bestimme (z. B. mithilfe von b)) die maximale Losung des Anfangswertpro-
blems (1).
Hinweis: Gib auch das maximale Definitionsintervall an.

Anmerkung: Die Existenz der maximalen Losungen der in dieser Aufgabe be-
trachteten Anfangswertprobleme muss nicht begriindet werden.

Zu a):

Idee:

Damit S ein Erstes Integral ist, muss gelten:

0= % [S(z(t), y(1)] = g—i(x(t), y(t)) - ' (t) + g—j(x(t),y(t» Y () =

S O (o(0) (1)) (1) + O () (1)) -

Vorgehen:

dy _
dt

1
_:—@/ydy—/%dyé y— e* 4 ¢

e?® — _Eliminiere“ t durch Division der beiden Gleichun-

Ein Kandidat fiir ein Erstes Integral ist also 3% — e**




Losung:

Wir zeigen die Behauptung S(z,y) := y* — €** ist ein Erstes Integral. Sei hierzu
t — (x(t),y(t)) eine Losung des Systems. Dann gilt

1S, u0)] = o [ ] = (e (1) — 250 (1) =

dt
PEr 2y(t)e**® — 2e=Wy(t) = 0,

also ist S(z,y) ein Erstes Integral.
Es bleibt zu zeigen, dass jede Losung des Anfangswertproblems mit (x(0), y(0)) =
(0,1) die Relation y(t) = e*® (fiir alle zuléssigen t) erfiillt. Es sei hierzu wieder
t— (z(t),y(t)) eine Losung des Anfangswertproblems. Dann gilt:

y(t)? — e =c=y(0) — W =1-1=0

= y(t)? = >V = y(t) = £e*®
Die negative Losung kann nun wie folgt ausgeschlossen werden: Es ist y(0) = 1
und y(t)? = e2*® £ 0 fiir alle t. Da t + y(t) als Losung der Differentialgleichung

stetig ist und auf einem Intervall definiert ist, folgt y(¢) > 0 (Zwischenwertsatz).
Dabher ist y(t) = +e*®

Zu b):

Sei t — x(t) Losung des Anfangswertproblems (1) 2. Ordnung. Setzt man y(t) :=
2'(t), so erhélt man das System

{x’ =y, z(0)=0

y/ — :L“” — 62:):’ y(o) —

Nach a) gilt y(t) = e*® d.h. 2/(t) = @, 2(0) = 0.

Zu c):

Die maximale Losung x : I — R 16st 2’ = e®, 2(0) = 0.
Trennung der Variablen liefert:

z(t) : t
/ e dr = / lds & —e’ﬂ;g% —t o ——cltel=teeW=1-t
2(0)=0 0

Also —z(t) = In(1 — t) bzw. z(t) = In (1) mit maximalem Existenzintervall
Imax = <_ 5 1)

. . . . . . . . 1 o
(Dieses Intervall ist groBtmoglich, wegen t1_1>I1r£ x(t) = tl_l}}{ In (&) = +00.)



