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Beweise folgende Aussagen:

a) Essel zg €] — 7, m[ und ¢ : [h.x — R die maximale Losung des Anfangswert-
problems

¥’ =1+ cos(z), 2(0) = x.

Dann ist ¢ auf ganz R definiert (also I,.x = R) und ¢(t) €] — 7, 7| fur alle
teR.

b) Essei f: R — R lokal Lipschitz-stetig. Dann ist jede nicht-konstante Losung
der autonomen Differentialgleichung 2’ = f(z) streng monoton.

Zu a):

R — R

xr = 1l+cos(z)
Die Funktion g ist dabei offensichtlich in C*(R) und das gegebene Anfangswert-
problem hat eine eindeutige maximale Losung ¢ : I, — R. Dies gilt insbeson-
dere auch fiir beliebige Anfangswerte zo € R. Wegen |g(x)| < 2 fiir alle x € R ist
die rechte Seite linear beschrankt und es gilt I,.. = R.

Wir schreiben die Differentialgleichung als ' = g(x) mit 9

Weil +7 zwei Nullstellen von g sind, sind die konstanten Funktionen
w o R — ]Rundm:R—)R
t — -7 t — 7
die eindeutigen (s.o.) Losungen der Anfangswertprobleme

' = g(z), z(0) = %

WEeil die Graphen maximaler Losungen zu gegebener Differentialgleichung entwe-
der disjunkt oder identisch sind, folgt aus xy # +m die Inklusion p(R) C R\{£x}.
WEeil das Bild der zusammenhédngenden Menge R unter der stetigen Funktion ¢
wieder zusammenhéngend ist, folgt aus ¢(0) = z¢ €] — 7, 7| auch ¢(t) €] — 7, 7]
fiir alle t € R.

Zu b):

Sei I ein Intervall und ¢ : I — R eine nicht-konstante Losung der Differential-
gleichung 2’ = f(x). Weil f lokal Lipschitz-stetig (und R ein Gebiet) ist, folgt die
Existenz einer eindeutigen maximalen Losung fir¢) : I(r¢) — R zum Anfangs-
wertproblem

mit (7,€) € R2.
Gibt es nun ein ty € I mit ¢'(tp) = 0, so ist auch 0 = ¢'(t9) = f(p(tp)). Damit
ist ¢ auch eine Losung des Anfangswertproblems

= f(z), x(to) = @(to),



genauso wie die konstante Losung A : t — ¢(ty) fir t € R. Aufgrund der Ein-
deutigkeitsaussage aus dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist ¢ damit
Einschrankung von A und insbesondere konstant. Im Widerspruch zu unserer An-
nahme.

Damit ist ¢'(R) € R\ {0} und weil ¢’ stetig und daher ¢'(R) zusammenhéngend
ist, gilt: ¢/(t) > 0 fir alle t € I oder ¢/(t) < 0 fir alle t € R. Also ist ¢ in jedem
Falle streng monoton.



