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Es sei f : C \ {i,−i, 0} 7→ C gegeben durch

f(z) =
(z + i)2

(z2 + 1)2
+ exp

(
− 1

z2

)
.

a) Bestimme für jede der isolierten Singularitäten von f den Typ und gib den
Hauptteil der Laurentreihenentwicklung in einer punktierten Umgebung für
jede der isolierten Singularitäten an.

b) Zeige, dass f eine Stammfunktion auf C \ {i,−i, 0} besitzt.

Zu a):

Für alle z ∈ C \ {±i, 0} gilt
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)
=

1
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)

und damit lim
z→−i

f(z) =
1

−4
+ exp(i) = −1

4
+ cos(1) + i sin(1) 6= 0. Also hat f bei

−i eine hebbare Singularität und der Hauptteil ist identisch null.

Für |z| < 1, z 6= 0 gilt weiter
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Hauptteil der L.R.Entwicklung um 0

Damit ist 0 wesentliche Singularität von f , weil es unendliche viele nicht ver-
schwindende Koeffizienten im Hauptteil gibt.

Der verbleibende Singularität z = i ist ein Pol zweiter Ordnung, denn

lim
z→i

(z − i)2f(z) = lim
z→i

[
1 + (z − i)2 exp

(
− 1

z2

)]
= 1 ∈ C \ {0} .

Der Hauptteil hat also die Form a−2

(z−i)2 + a−1

(z−i) mit Koeffizienten a−1/−2. Einerseits

ist damit a−2 = limz→i(z − i)2f(z) = 1. Andererseits ist für



G : C \ {0} → C
z 7→ 1 + (z − i)2 exp

(
− 1
z2

)
- also die holomorphe Fortsetzung von z 7→ (z − i)2f(z):

a−1 = Res(f, i) =
1

(2− 1)!
G(2−1)(i)

=

[
2(z − i) exp

(
− 1

z2

)
+ (z − i) exp

(
− 1

z2

)
· 2

z3

]
z=i

= 0

Damit ist der Hauptteil der Laurentreihenentwicklung von f um i für alle z ∈ C
mit 0 < |z − i| < 1 gegeben durch z 7→ 1

(z−i)2 .

Zu b):

Aus Aufgabenteil a) lassen sich die Residuen von f an den Singularitäten ablesen.
Es gilt Res(f,−i) = Res(f, 0) = Res(f, i) = 0. Ist nun γ : [0, 1]→ C \ {0,±i} ein
beliebiger geschlossener stückweiser C1 Weg, so folgt aus dem Residuensatz∫

γ

f dz = 2πi · (Res(f, 0) · n(γ, 0) + Res(f, i) · n(γ, i) + Res(f,−i) · n(γ,−i))

= 0.

Der Residuensatz ist hier anwendbar, weil f holomorph in C \ {0,±i} ist und γ
nullhomolog in C = (C \ {0,±i}) ∪ {0,±i} ist.

Also ist für jeden geschlossenen Weg γ wie oben das Wegintegral
∫
γ
f dz = 0. Weil

f insbesondere stetig ist, existiert damit eine Stammfunktion von f in C\{0,±i}.


