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Betrachte zu ug, u; € R das Anfangswertproblem

u”(z) — 4u(x) + 4uP(x) = 0,
u(0) = ug
u'(0) = uy

konstant in z ist.

b) Zeige, dass dieses Anfangswertproblem fiir beliebige ug, u; € R eine eindeutige
Losung u € C*(R) hat.

¢) Bestimme stationdre Losungen der Differentialgleichung. Welche Aussagen
zur Stabilitdt lassen sich allein durch Anwendung des Prinzips der linearen
Stabilitat treffen?

Zu a):

Da L konstant in x sein soll, muss gelten:
!/ / " 8G / _ !/ " aG
0= L) = ) ' (e) 4 G (ule) o) = ') () + G )
Wihle also G(u) = —2u? + u* + 1 = (u? — 1)2 > 0. Dann ist G € C(R) und
oG
ou

und daher L'(z) = 0, also L (auf der zusammenhéngenden Menge R) konstant.

W (&) + S (u() = o (x) — dule) + 4(u(x) = 0

Zu b):

Wir definieren die Variablen y(x) := u(z) und yo(x) = u/(x).

Es folgt
(1 / _ 0 _ Y2
Y2 du — 4u? Ay — Ay}

(mit impliziter x-Abhéngigkeit).
: R? — R?
Definiere auf dem Gebiet R? die Funktion Y2 .
y=(y1,12) A — A3
hn U
f ist offenbar stetig differenzierbar und damit gibt es nach dem globalen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz fiir alle (ug,u;) € R? eine eindeutige maximale Losung

Auoyur) = (/\1’(“0’“1)) : I — R? des Anfangswertproblems

)\2,(u0,u1)
v =), y0)=(uo,u). (1)



wobei das offene Intervall I den Punkt 0 enthilt. Geméafl Vorlesung ist dann
A (o) I — R die eindeutige, maximale Lésung vom Anfangswertproblem in
der Aufgabenstellung. Wegen X} ., v = Ao (upur) € C(I) 18t A1 (ug,ur) € C*(1).

Es bleibt noch zu zeigen, dass I = R gilt. Seien a < 0 < b mit I =|a, b[. Weil R? in
R? keinen Rand hat, bleiben fiir die maximale Losung Ay, .,) zwei Moglichkeiten

im Hinblick auf b:

1. b=00

2. b < oo und 9161;% || Auo,un) || = 00.

Den zweiten Fall kénnen wir aber mithilfe von Teil a) ausschlieBen. Dort hat-
ten wir gesehen, dass die offensichtlich nicht-negative Funktion L entlang jeder
Losung konstant ist. Es folgt also fiir alle x € R:

L(0) = %u% + (ug - 1)2
1

2
= L(@) = 5% @0, (2)” + (M2, o) (2)” = 1) 2 0

Gilt nun h}l}) | Awo,un)| | = li/Iri A2 (o 01 (x) = 00, so folgte zunéichst
lim \?

(uo,un) = 00 filr mindestens ein i € {1,2} und damit auch lim L(z) = oo, im
z/b z /b

Widerspruch zu dessen Konstanz. Daher bleibt nur b = co und analog auch a =
—oo iibrig. Die gefundene eindeutige maximale Losung ist also i ug,u1) € C*(R).

)(a:) + )\g,(

uQ,U1)

Zu c):

Die stationdren Losungen ergeben sich als Nullstellen von u +— —4u + 4u?. Diese
sind also gegeben durch v € {0, £1}.

Damit wir das ,,Prinzip der linearen Stabilitdt* anwenden konnen, betrachten
wir wiederum die Funktion f aus Teil b).

(Df) (Y1, y2) = (4 —O9y% (1)>

Die Eigenwerte von (D f)(y1, y2) sind die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms 2% — (4 — 9y3), also £4/4 — 9y?.

Im Fall (y1,y2) = (0,0) sind die Eigenwerte demnach £2. Wegen Re(2) > 0 ist
die entsprechende stationdre Losung x +— 0 der Differentialgleichung aus der Auf-
gabenstellung instabil.

Im Fall (y;,10) = (+1,0) sind die Eigenwerte 4+1/—5 = iv/5. Wegen Re(£iv/5) =
0 kann hier keine Aussage iiber Stabilitéit getroffen werden.

Im Fall (y1,42) = (—1,0) sind die Eigenwerte 4+1/—5 = iv/5. Wegen Re(£iv/5) =
0 kann hier keine Aussage iiber Stabilitéit getroffen werden.



