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a) Gib eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten an, die folgende Lésungen besitzen.

y1 : R =R, x+— 2exp(3x) + sin(3x)
yo : R = R, x> 3exp(—2x) + sin(3z)
ys: R = R, x> exp(—2x) + 5exp(3z) + sin(3x)

b) Fiir welche a € R hat die Differentialgleichung
y"(x) + 9y(x) = sin(ax) + a cos(x)

mindestens eine unbeschriankte Losung?

Zu a):
Es gilt

Y/ () = 2- 3% exp(3z) — 9sin(3x) = 9y;(z) — 18sin(3x)
Yy (z) =4 - 3exp(—2x) 4+ 9sin(3z) = 4ya(x) + 5 sin(3z)
ys(x) = dexp(—2x) + 9 - 5exp(3z) + 9sin(3z) = Jyz(z) — 5exp(—2x).

Demnach sind y;/9/3 Losungen der folgenden inhomogenen linearen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

y1: y'(x) — 9y(x) = —18sin(3z)
yo oy (x) — 4y(z) = 5sin(3x)
ys: y'(x) = 9y(x) = 5exp(—2x)

Zu b):
Die homogene Differentialgleichung wird gelést von den beiden Funktionen
x +— sin(3x) x +— cos(3x).

die gleichzeitig auch ein reelles Fundamentalmentalsystem zur homogenen Diffe-
rentialgleichung bilden. Fiir die partikuldre Losung mache den Ansatz

x +— Asin(ax) + B cos(az) + C'sin(z) + D cos(z)
Einsetzen fiihrt auf
(9 — a®)Asin(az) + (9 — a*) B cos(ax) + 8C'sin(x) + 8D cos(z) = sin(az) + a cos(x)

-also fir @ # £3 zu A = 25, D = ¢ B = C' = 0. Daher hat im Fall a # +3

9—a?"’

jede beliebige Losung der Differentialgleichung die Form



R

A R —
T crsin(3z) 4 ¢ cos(3z) + 5 sin(az) + £ cos(z)

mit Konstanten ¢, co € R und ist daher beschrankt. In den Féllen a = 43 machen
wir zunéchst den Ansatz ¢ : x +— x (Asin(ax) + B cos(ax)). Dann ist:

¢'(z) = (Asin(az) + Bcos(x)) + x (Aacos(ax) — Basin(ax))
= sin(az) - (A — Baz) + cos(ax) - (B + Aax)
' (x) = acos(ax)(A Bazx) — sin(ax) - Ba — asin(az)(B + Aax) + cos(ax) - Aa
- (=Ba — aB — Aa’z) + cos(ax) - (aA — Ba’z + Aa)
= —2Basin(az) + 2Aa cos(azx) — a*(Asin(azx) + B cos(ax)
= —2Basin(ax) 4+ 2Aa cos(azx) — 9p(z)
(

= sm aa:

= sin(ax) — 9¢(x)
Also ist A = 0,B = 2a = Fi - Insgesamt lautet die partikuldre Losung also
T Fg cos(ax) + § cos(x). Eine beliebige Losung der Differentialgleichung hat
also dle Form

A R — R

= csin(3x) 4 ¢ cos(3x) F £ - cos(3x) £ 2 cos(x)

mit Konstanten c¢q, ¢y € R und ist damit unbeschréankt. Zur obigen Differential-
gleichung gibt es also genau in den Féllen a = +3 eine unbeschrinkte Losung.



