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Wie iiblich identifizieren wir R? mit C durch die R-lineare Abbildung
R? — C, (x,y) — = + iy. Sei

wenn z = 0

fiCoC Z}_}{exp(—zé) wenn 2z # 0
; , 0

a) Zeige, dass f in (0,0) partiell differenzierbar ist und dass f in (0,0) die
Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen erfiillt.

b) Zeige, dass f in z = 0 nicht komplex differenzierbar ist. Begriinde, warum
dies nicht im Widerspruch zum Ergebnis von Teil a) steht.

Zu a):

Es gilt fiir z =z 4+ iy # 0
1 1 (x—ay)*  a' —dixdy — 627y + dixy® +

AT (wrigt eyt (2% £ y2)?
ot — 622y + y* ) dzyd — 4x3y
(22 +y2)* (22 +y2)4

g

=u(,y) =o(z,y)

Fiir z = o + iy # 0 ist damit
f(2) = e — e (cos(u(a, ) — isin(o(e, )

Zur Vereinfachung der folgenden Rechnung berechne zunéchst

a_u(x y) B (4$3 _ 12$y2) . ($2 + y2)4 _ (1.4 _ 6.T2y2 + y4) . 4(1,2 + y2)3 . 21.
ox "7 (22 + 2)8
Ou gy = W= 120%) - (@24 )" — (2f = Gty ) - A(a” 4 )" - 2y
oy (22 + y2)8
@(x - (4y® — 122%y) - (2% + yH)? — (doy® — 423y) - 4(2? + y?)? - 20
oz Y T (22 1 y2)8
ov _ (12xy® —4a®) - (2 4+ y?)t — (day® — 4aPy) - 4(2® + y?)% - 2y
a_y(xay) - (x2+y2)8
Daher gilt:
RAS@:9) _ vte (% — sin(u(z,)) - %x,y)) %
8Re(];]lz($, y)) — e—u(x,y) . <_Z_Z o Sin(v(x,y)) . g_/;(l',y)) (fﬁi)*;o 0
I z)—
0 m(f(;R{ix7y)) _ _e—u(x,y) . (_% +COS(’U(ZL’,y)) . g_;j(x’y)) (ﬂ)o 0
aIm(fR(xv y)) _ —u(z,y) du dv (z,y)20
ay = —€ ay —|—COS(U(]}7y)) ay(x>y) 0



Wir sehen: fg2 : R? — R? ist auf R?\ {0}, aber auch bei 0 stetig und stetig partiell
differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen:

ORe(f(0.0) _ _ Olm(f(0.0)  ORelfale.y) _,___ Olm(fa(r.y)
Ox oy ’ oy Ox

Zu b):

Angenommen f ist in z = 0 komplex differenzierbar. Weil f auch in C\ {0}
komplex differenzierbar ist, ist f eine ganz—holor/norphe Funktion und bei 0 insbe-
ei‘/r 4

sondere stetig. Die Folgenglieder der Folge (%.—)nen konvergieren offensichtlich
gegen Null; andererseits ist

1 4
lim f(z,) = lim exp (——4) = lim exp (_n_) = lim exp(n*) = oo
n z eim

n—o0 — 00 n n—o0 n—o0

Damit kann f bei 0 nicht stetig und erst recht nicht komplex differenzierbar sein.



