Frithjahr 17 Themennummer 3 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Gegeben ist die Folge von Funktionen (f,),eny von Funktionen f,, : R — R mit

n

- 1+ n222’

Beweisen Sie:

(a) f, konvergiert auf dem offenen Intervall (0,1) punktweise, aber nicht gleichméBig
gegen 0.

(b) lim fol folx) doe = 3.

n—o0

(c) Fiir jeden Parameter o € (0,1) ist lim fol xfp(x) de = 0.

n—oo

Losungsvorschlag:
1
(a) Fiir alle 2 € (0,1) ist 2% > 0 und kiirzen von n? > 0 liefert f,(x) = I was fiir
) + x2
n
n — 00 gegen g fzg = 0 konvergiert. Damit ist die punktweise Konvergenz gezeigt.

Wire die Konvergenz gleichméfig so wiirde sich ein Widerspruch zu Aussage (b)
ergeben, weil wir dann Limes und Integration vertauschen kénnten und fol 0dr =
0 # Z einen Widerspruch liefern wiirde. Wir kénnen aber auch direkt f, (%) = 2
berechnen, womit wir || f, — 0|, > % fiir n > 1 erhalten, was die gleichmiBige
Konvergenz widerlegt, weil das fiir n — oo gegen oo divergiert und nicht gegen 0
konvergiert.

ur alle n € N ist arctan(nx)’” = f,(z), nach dem 1t also
(b) F 11 N i (nz) = fu(z) h dem HDI gilt al

1

lim fn(z) dz = lim (arctan(n) — arctan(0)) =
n—oo 0 n—oo

e

(c) Wir integrieren partiell und erhalten

1 1
/ 2 fo(z) dz = 2 arctan(nz)|*=, — / az® ! arctan(nz) dr.
0 0

Der Minuend lautet arctan(n) was wie in (b) gegen 7§ konvergiert. Fiir den Sub-

trahenden werden wir ebenfalls Konvergenz gegen Z zeigen, womit die Aussage

2
bewiesen wére. Es gilt fiir 0 < ¢ < 1 die Identitét
1 c 1
/ az® ! arctan(nz) dr = / az® ! arctan(nz) dr +/ az® *arctan(nz) dz.
0 0 c

Sei nun 0 < ¢ < 1 fixiert, dann gilt fiir den ersten Summanden unabhéngig von n

Cc (& T T

/ az® ' arctan(nz) dr < / —azr®tdr = =,
0 0 2 2

1



was fiir ¢ — 0 gegen 0 konvergiert. AuBerdem konvergiert az®! arctan(nz) auf [c,1]
gleichméfig gegen gax"‘_l, denn
a—1 ( m

|az® ! (arctan(nz) — g)] < ac 5 arctan(nc))

gilt fiir alle = € [¢,1] nach der Monotonie von z*~* und arctan(nz). Das konvergiert
fiir n — oo gegen 0, also folgt wie behauptet die gleichméaflige Konvergenz. Damit

. 1 a—1 .. x 1l a—1 ™ e
konvergiert [ az® ' arctan(nz) dz fir n — oo gegen 5 [ ax® ! dz = Z(1 — ).
Sei nun € > 0 beliebig gew#hlt, wir miissen ein N € N finden, sodass fiir alle n € N
mit n > N die Ungleichung )fol az® tarctan(nz) dz — 5| < e gilt. Es ist

1
m
/ az® ! arctan(nz) dr — 5‘
0

c 1
< / az® " arctan(nz) dz+ / az® arctan(nr) dz — g(l —c%)
0 c

+ e
—C
2

1
< / az® ! arctan(nz) dr — g(l — )| + 7w
c

Fir ¢ — 0 geht der zweite Summand gegen 0. Wir finden also ein ¢ € (0,1) mit
c® < 5=, dann ist der zweite Summand kleiner als 5. Wir hatten auch gesehen, dass
der erste Summand fiir n — oo gegen 0 konvergiert, wir finden also ein N € N
sodass fiir alle n € N mit n > N dieser Summand kleiner als 5 ist. Damit haben
wir unsere gewiinschte Ungleichung erzielt und die Konvergenz gezeigt.

J.F.B.



