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Sei D:={ze€C||z] <1}.

a) Bestimme alle holomorphen Funktionen f: D — C mit
fO)=1undVze€ D: f'(z)=(f(2))?

b) Bestimme alle holomorphen Funktionen ¢ = v +iv : D — C, v und v
reellwertig, mit

u(0) =v(0) =0 und Vz € D : sin(u(z)) + iv(z) cos(v(z)) =0

zZu a):

Laut Angabe gilt:

Dies sind die gesuchten holomorphen Funktionen.
Alternative:
16st das Anfangswertproblem: 2/ = 22, z(0) = 1

F o

Dag:R — R, z+— 2? € CY(R) hat 2/ = 22, 2(0) = 1 eine eindeutige maximale
Losung A :]a, b|— R

Trennen der Variablen:

A(t)d / At) 1
T t
/xz / ° xh A(t)
1 0
1 1
At)=——, N]—00,1[>R, t——
1-1 1-1




A:] —o00,1[—= R, t — & ist maximale Losung von 2’ = 22, 2(0) = 1.

Fiir jedes holomorphe f : D — C mit f'(z) = (f(2))? fiir z € D, f(0) = 1 gilt:
f|],1,1[ - )“]71,1[ (denn f,, ; 16t 2’ = 2%, 2(0) = 1)

g:D—C, z+— 1i—z holomorph.

f(z) = g(z) fir alle z € DNR =] — 1,1[. Da | — 1,1]C D Haufungspunkte hat,
die in D liegen, gilt f = g laut Identitétssatz.

zu b):

sin(u(z))+i-v(z)-cos(v(z)) =0 " genyertie sin(u(z)) =0, wv(z)-cos(v(z)) =0

Nebenrechnung:
sin(u(z)) =0 <& u(z) € 1Z

v(z)-cos(v(z)) =0 <  wv(z)=0oder v(z) € g + 77

7Z und § + 7Z sind diskret, D ist zusammenh&ngend und u, v stetig (da g holo-
morph ist, also insbesondere stetig, ist somit auch die Real- und Imaginérteilbildung
stetig). Daher sind u, v konstant.

Mit u(0) = v(0) = 0 ergibt sich dann u = v = 0, also g = 0.



