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Sei f:R2 — R2 f(z):= (|o|2, |21]2), und D :=]0, 00[2. Zeige:

a) Das Anfangswertproblem & = f(x), (0) = z, ist fiir jedes o € D lokal
eindeutig 16sbar.

b) Es gibt genau eine Losung z : [0, oo[— R? des Anfangswertproblems @ = f(x),
x(0) = 0 mit x(t) € D fiir alle t > 0.
(Hinweis: Die Trajektorie einer solchen Losung ist der Graph einer Funktion,
welche wieder eine Differentialgleichung erfiillt.)

¢) Das Anfangswertproblem & = f(x), x(0) = 0 ist nicht eindeutig 16sbar.

zZu a):

Die Einschrinkung von f auf D ist als Komposition stetig partiell differen-
zierbarer Funktionen auch stetig partiell differenzierbar, also insbesondere lokal
Lipschitz-stetig.

Nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist das Anfangswertproblem

& = f(x), z(0) = zo fiir jedes xy € D global, also insbesondere lokal, eindeutig
l6sbar.

zu b):

f ist stetig und somit ist das Anfangswertproblem

nach dem Satz von Peano losbar.

Nebenrechnung;: ) 1
jfl . ’]31|§ = .Z.‘l.I.'Q = |ZL’2|§ . jfg
Fir z(t) € D:
(@1(t))2 - @1(t) = (22(t))7 - 22(1)
2 3 2 3
7 (@) = 2 - (22(t)2 + C

3 3
Fiir t — 0 erhélt man 0 =0+ C, also C' = 0.
Demnach muss dann z;(t) = zo(t) gelten.

Betrachte die Abbildung
z:[0,00[— R? t+ (ﬁ ﬁ)
’ ’ 474
Fiir alle ¢ € [0, co] ist

() = (% %) €0, 00?= D



Demnach ist x eine gesuchte Losung.

Angenommen es gébe noch eine eine von x verschiedene Lésung z mit den ge-
suchten Eigenschaften. Da & # z, gibt es ein t; €0, oo[ mit Z(t1) # x(¢1). Dann
gibt es ein k € {1,2} mit Zx(t1) # xx(t1). Wegen Tx(t1) € D ist Zx(t1) > 0.
Setze ty := /4% (t1), sodass xy(t2) = Tr(t1) gilt. Wenn ¢, = t5 wire, wire

Tr(tr) = zx(ta) = zx(t1) # Tx(t1)

ein Widerspruch. Also ist t; # ts.

1. Fall: t5 >t
Betrachte die (verschobene) Funktion

Ukt [0,00[= R, ¢+ xp(t +ta —1t1)
Fiir alle ¢ € [0, 0o] ist
k() = @t + 2 = t1) = f(ap(t + 2 = t1)) = f(yx(?))
Yr(th) = xp(t + to — t1) = xp(te) = Tx(t1)
yr und Ty, erfiillen beide das Anfangswertproblem
p=\lel2, w(t) =F(t) €D

Wegen der Eindeutigkeit nach Picard-Lindelof des Anfangswertproblems ¢ =

v/ ]|z mit p(to) = a mit (ty,a) € Rx]0,00], ist dann y(t) = F(¢) fiir alle
t €]0, ool
Dann ist

0= ZEk(O) = 11{‘%‘@]9@) = ll\r"%yk(t) = yk(O) = l’k(tz — tl) c D

ein Widerspruch.

2. Fall: t; >ty
Betrachte die (verschobene) Funktion

gki [0,00[—> R, tHi’k(t—i—tl—tg)

Fiir alle t € [0, oo ist

Uk(te) = Tp(t + t1 — t2) = Tp(th) = xp(t2)

Ur und z, erfiillen beide das Anfangswertproblem

o =1/lpl2, @(ts) = z4(ta) € D



Wegen der Eindeutigkeit nach Picard-Lindel6f des Anfangswertproblems ¢ =

\/]o[2 mit o(to) = a mit (ty,a) € Rx]0,00], ist dann §x(t) = x4(¢) fiir alle
t €]0, 0.
Dann ist

0=xzx(0) = K%xk(t) = 11\r‘rolyk(t) = Jx(0) = Tp(ta — t1) € D

ein Widerspruch.

Die Annahme, dass es eine weitere, von x verschiedene, Losung & mit den gesuch-
ten Eigenschaften gibt, ist falsch gewesen.

zZu c):

Das Anfangswertproblem
&= f(z), x(0)=0
ist nicht eindeutig 16sbar. Es gibt neben der Losung

12 t?
(0] R? ¢ (—,—)
z : [0, co[— — o

aus Teilaufgabe b) auch die konstante Nullfunktion als Losung.



