
Frühjahr 16 Themennummer 2 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Gegeben sei die Potenzreihe f(z) =
∞∑
n=0

z2
n
. Zeigen Sie:

1. Der Konvergenzradius von f ist 1.

2. Für k ∈ N0 und z ∈ C mit |z| < 1 gilt |f(z2k)| ≤ |f(z)|+ k.

3. Sei k ∈ N0 und ρ eine 2k-te Einheitswurzel. Dann gilt lim
t→1,0<t<1

|f(tρ)| = ∞.

4. Für keinen Punkt z des Randes seines Konvergenzgebiets ist f auf eine offene Um-
gebung von z holomorph fortsetzbar.

Lösungsvorschlag:

1. Nachdem die Reihe eine Teilreihe der geometrischen Reihe ist, handelt es sich bei
der geometrischen Reihe um eine konvergente Majorante und der Konvergenzradius
beträgt mindestens 1. Weil für z = 1 die Reihe divergiert und |1 − 0| = 1 gilt, ist
der Konvergenzradius maximal 1 und daher genau 1.

2. Für |z| < 1 ist |z2k | < 12
k
= 1 und die Reihe konvergiert absolut. Demnach folgt

f(z2
k

) =
∞∑
n=0

(z2
k

)2
n

=
∞∑
n=0

z2
k·2n =

∞∑
n=0

z2
k+n

=
∞∑
n=k

z2
n

= f(z)−
k−1∑
n=0

z2
n

.

Anwendung der Dreiecksungleichung liefert

|f(z2k)| ≤ |f(z)|+
k−1∑
n=0

1 = |f(z)|+ k.

3. Aus 2. folgt wegen (tρ)2
k
= t2

k
und |tρ| = |t| < 1 die Abschätzung

|f(tρ)| ≥ |f(t2k)| − k → ∞

für t → 1. Dies folgt, weil f auf der offenen Einheitskreisscheibe stetig ist und bei 1
explodiert.

4. Dies ist nach 3. klar, falls z eine k-te Einheitswurzel ist. Diese liegen dicht auf dem
Rand von B1(0), denn γ : [0,2π] → ∂B1(0), t 7→ eit ist surjektiv und stetig und die
Menge M = {2π n

k
: 0 ≤ n ≤ k; n, k ∈ N0} = 2π(Q ∩ [0,1]) ist dicht in [0,2π], und

γ(m) ist eine k-te Einheitswurzel für alle m ∈ M und ein k ∈ N0. Wäre nun f in
irgendeinen Randpunkt fortsetzbar, so würde diese offene Umgebung irgendeine k-
te Einheitswurzel enthalten, was aber 3. widerspricht, weil holomorphe Funktionen
stetig sind.
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