Frithjahr 16 Themennummer 1 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

(a) Fiir n € N sei f,, : [0,00[— R, fu(z) := Ze~n. Zeigen Sie, dass die Folge auf [0, oo]
gleichméBig gegen 0 konvergiert, und bestimmen Sie

o0

n—o0 0

(b) Sei f:]0,1] — R stetig mit f(0) = 0. Bestimmen Sie

1

lim f(z") dz.

n—oo 0

Losungsvorschlag:

(a) Zunéchst halten wir fest, dass f,, fiir alle n € N eine stetige, nichtnegative Funktion
auf [0, oof ist. Ihre Ableitung ist durch f)(z) = Le™n — Ze™n = (n—2)Len
gegeben, deren zweiter Faktor strikt positiv ist. Daher ist die einzige Nullstelle bei
z = n und wegen f/(z) > 0 fir 0 < 2 < nund f/(x) <0 firn < z < oo, ist
x = n ein lokales Maximum. Aus dem Monotonieverhalten von f folgt sogar, dass
bei x = n ein globales Maximum angenommen wird. Daher ist |f,(z)] < fu.(n) =
i,az € [0,00). Damit ist || f.||, = i eine Nullfolge und die Folge (f,)nen per

definitionem gleichméfig konvergent gegen 0.

Um die Integrale zu berechnen, halten wir vorbereitend fest, dass die Funktion

G:R—Ry— —(y+ 1)e ¥ eine Stammfunktion von g : R — R,y — ye Y ist.

Wegen f,(z) = 2g(£) gilt fiir alle T’ > 0 daher

/OT fulz) dz = /OT ¢ (%) dr=c (%) 6.

Fir T'— oo gilt auch % — 0o und wegen G(y) = —ye—J;l — 0 fiir y — oo ist
lim fo(z) dz = lim 1 = 1.

(b) Wir zeigen, dass der Grenzwert 0 ist. Sei ¢ > 0 beliebig, dann gibt es wegen der
Stetigkeit von f ein § > 0 mit 0 <z <0 = |[f(r)| < 5. AuBerdem ist f als
stetige Funktion auf einem Kompaktum beschréankt gegen ein K > 0.

Zudem ist ¢™ fir alle 0 < ¢ < 1 eine Nullfolge und es gilt fiir alle n € N die
Implikation 0 < ¢ < r <1 = ¢" < r", weil die Funktionen z — z" streng
monoton wachsend auf [0, co[ sind. Wir finden also fiir ¢ = max{1l — 53,0} wegen
0<c<leinNeNmitN>n>N = " < §und insbesondere 0 < 2" < " < §
fiir alle 0 < 2 < ¢ und daher |f(z)| < 5.

Wir setzen nun alles zusammen. Es ist

1 1 c 1
/ f(z") dz| < / |f(z"™)] dz = / |f(z™)] dx—i—/ |f(z™)| dx < c%—i—(l—c)K <e
0 0 0 c
fiir alle n > N, was die Behauptung zeigt.
J.F.B.




