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a) Sei f: R — R stetig differenzierbar. Zeige, dass fiir jede Losung der Differen-
tialgleichung
&= f(z)

genau eine der folgenden Aussagen zutrifft:
(i) « ist streng monoton wachsend.

(ii) « ist streng monoton fallend.

(iii) « ist konstant.

b) Bleibt die Aussage a) richtig, wenn f : R — R nur als stetig vorausgesetzt
wird?

zu a):

Vorbemerkung: Gemeint ist, dass die Losung x auf einem offenen Intervall defi-
niert werden soll. Wiirden auch nicht zusammenhéngende offene Teilmengen von
R als Definitionsbereich der Losung z zugelassen, so konnte namlich die Behaup-
tung falsch werden, wie das Gegenbeispiel & = z mit der Losung = : R\ {0} — R,
z(t) = sign(t)e’, zeigt, wobei, sign die Vorzeichenfunktion bezeichnet.

Es sei eine Losung x : I — R gegeben, definiert auf einem offenen Intervall
L

Offensichtlich kann nur hdchstens eine der Aussagen (i), (ii) und (iii) gelten, denn
fir alle a,b € I mit a < b kénnen nicht zwei der drei Aussagen z(a) < x(b), z(a) >
x(b) und x(a) = x(b) gleichzeitig gelten.

Um zu zeigen, dass mindestens eine der Aussagen (i), (ii) und (iii) gilt, nehmen
wir an, dass weder (i) noch (ii) gelte. Zu zeigen ist dann (iii). Weil (i) nach Annah-
me falsch ist, gibt es a,b € I mit a < b und z(a) > x(b). Nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung gibt es dann ein t € [a,b] C I mit &(t)(= f(x(t))) < 0.
Ebenso gibt es, weil (ii) nach Annahme falsch ist, ¢,d € I mit ¢ < d und
z(c) < x(d). Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es dann
ein s € [¢,d] C I mit (s)(= f(x(s))) > 0.

Da fox als Komposition stetiger Funktionen stetig ist und der Definitionsbereich
I von z ein Intervall ist (siche Vorbemerkung), nimmt f o 2 nach dem Zwischen-
wertsatz alle Zahlen zwischen f(z(¢)) und f(z(s)) als Werte an. Insbesondere
nimmt f oz den Wert 0 an, sagen wir an einer Stelle u € I : f(x(u)) = 0. Nun
betrachten wir das Anfangswertproblem y = f(y),y(u) = z(u). Es besitzt offen-
sichtlich sowohl die Losung x : I — R, aber auch die auf dem gleichen Intervall
definierte konstante Losung cy,y : I — R mit dem Wert z(u).

Wir verwenden den Eindeutigkeitssatz ! fiir Losungen gewohnlicher Differential-

! Formulierung des Satzes: Es seien n € N,U C R x R" eine offene Menge und F : U —
R"™ eine stetige, in den letzten n Komponenten lokal Lipschitz-stetige Abbildung. Weiter sei
(to,x0) € U. Es sei I > tg ein offenes Intervall und ¢1,92 : I — R™ zwei Losungen des



gleichungen. Dieser ist anwendbar, da die rechte Seite der DGL
RxR> (t,x) = f(z)

stetig differenzierbar, also insbesondere stetig und im zweiten Argument lokal
Lipschitz-stetig ist. Es folgt & = cy); also ist « konstant, d.h. (iii) gilt, wie zu
zeigen war.

zu b):

Nein, die Aussage bleibt i.A. nicht richtig. Hierzu ein Gegenbeispiel: Es sei f(z) =
2+/|z|. Als Komposition der stetigen Abbildungen 21/- und |- | ist f stetig. Diese
zugehorige Differentialgleichung & = 2\/Tx| besitzt die folgende Funktion als eine
Losung:

a(t) =

2 firt >0
0 firt<o0

Sie ist nicht streng monoton wachsend oder streng monoton fallend, weil z(—1) =
0 = x(0), aber auch nicht (iiberall) konstant, weil z(1) = 1 # 0 = z(0). Man
beachte, dass t — xz(t) auch bei t = 0 differenzierbar mit der Ableitung #(0) = 0
1st.

Anfangswertproblems
al = F(t,z), =z(to) =0

Dann stimmen die Lésungen iiberein: ¢ = ¢a.
Hier wird der Satz auf n =1,U = R x R, F(t,2) = f(z) angewandt.



