Frithjahr 16 Themennummer 1 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen

Analysis (vertieftes Lehramt)

(a) Finden Sie eine holomorphe Funktion f : C\{—1,1} — C, welche in den Punkten
—1 und 1 wesentliche Singularitdten mit den Residuen

Res_1(f) = —1, Resi(f) =1

besitzt. Ist f durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt?

(b) Sei f die in (a) gefundene Funktion. Fiir a € [0, 00[ sei 7, der geschlossene Weg,
der die Punkte
24+ai,—2—19,—2+14,2—a1,2+ a1

in der angegebenen Reihenfolge durch Geradenstiicke verbindet. Fiir welche Werte
von « ist das komplexe Wegintegral

/7 a F(2)dz

definiert? Berechnen Sie das Integral fiir diese Werte von a.

Loésungsvorschlag:

(a)

Wir betrachten die Funktion f(z) = exp((z — 1)) — exp((z + 1)71), die auf der
angegebenen Menge holomorph ist. Der zweite Summand ist holomorph in 1 und

lisst sich dort lokal in eine Potenzreihe entwickeln, d. h. exp((z +1)7!) =

> an(z—1)". Der erste Summand ldsst sich durch die Taylorreihe der Exponential-

n=0
oo

funktion um 1 in eine Laurentreihe entwickeln, womit wir f(z) = > L(z —1)™" +
n=1

(14+ag) + > an(z — 1)™ erhalten. Daraus lésst sich ablesen, dass der Hauptteil der
=1

Laurentreiﬁe von f nicht abbricht und das Residuum durch 1 gegeben ist. Véllig
analog behandelt man —1.
Die Eigenschaften bestimmen f nicht eindeutig. Ersetzt man exp durch sin oder
addiert eine ganze Funktion zu f, so erhdlt man eine weitere Funktion mit den
geforderten Eigenschaften.

Das Integral ist genau dann wohldefiniert, wenn der Weg durch keine Singularitét
von f verlduft. Wir betrachten die Geradensegmente getrennt.
Das erste Segment verbindet 2 + oz mit —2 — 2, was durch

0,13t 2+ ai+H(—4— (1+a)) = (2 —4t) + (a — t(1 + a))i

parametrisiert werden kann. Damit dieser Weg durch eine Singularitit verlauft, muss

der Imaginérteil eine Nullstelle haben, was genau fiir t = S P passiert
1+« l+a
(fiir v € [0, 00] liegt ¢ auch im Intervall [0,1]). Wir 16sen diese Darstellung nach o
t

auf und erhalten a = —=. Damit der Weg durch eine Singularitit von f verlduft,

1




1

s und a = 3,

muss 2—4t = £1, alsot = }L oder t = % gelten. Daraus ergibt sich a =
fiir diese Werte ist das Wegintegral nicht definiert.

Der Weg [0,2] 5t — —2 — i+ ti = —2 + (t — 1)7 verbindet die néchsten beiden
Punkte und durchléuft keine Singularitét, weil der Realteil stets -2 ist.

Der dritte Abschnitt kann durch
01 2t— —2+i+td—-—(1+a)i)=4—-2+(1—-t(1+a))

parametrisiert werden, wie zuvor bestimmen wir die Nullstelle des Imaginéarteils
t = = (was wieder in [0,1] liegt, falls v € [0, 00[ ist) und stellen nach o um. Es
ergibt sich a = % Wieder betrachten wir 4t — 2 = +1, um ¢t = % oder t = }l Al
erhalten. Fiir a ergibt sich genau wie zuvor a = % oder a = 3.

Das letzte Geradenstiick ergibt sich durch [0,2a] 5t — 2 —ai+ti =2+ (t — «)i
und beriihrt wieder keine Singularitat, weil der Realteil konstant 2 ist.

Das Kurvenintegral existiert demnach genau fiir o # %, 3.

Wir konnen den Wert des Integrals mit dem Residuensatz berechnen, weil f holo-
morph auf der offenen, konvexen Menge C ist, wenn man von endlich vielen Singula-
ritdten absieht. Der Weg ~,, ist dann stiickweise glatt und verléduft fiir die adaquaten
Werte fiir o durch keine Singularitdt. Wir untersuchen welche Singularitdt wie oft
umschlossen wird. Die Abbildungen am Ende zeigen je ein Beispiel fiir jeden Fall.
Es gibt drei Fille zu unterscheiden. Fiir o € [0, 5) werden beide Singularitéiten um-
schlossen und zwar im Uhrzeigersinn, d. h. in negativer Richtung. In diesem Fall
betrigt der Wert des Pfadintegrals 27i((—1) - (—1) + (—1) - 1) = 0 nach dem Resi-
duensatz.

Fir a € (%, 3) wird —1 in negativer Richtung umlaufen und 1 in positiver Richtung,.
Fiir den Wert des Integrals gilt nach dem Residuensatz nun, dass sich der Wert zu
2mi((—=1) - (=1) + 1-1) = 4mi berechnet.

Fiir a € (3,00) werden beide Singularitdten in positiver Richtung umkreist und der
Integralwert betragt 2mi(1-(—1)+1-1) = 0.
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