Frithjahr 15 Themennummer 3 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

(a) Zeigen Sie: Es gibt keine holomorphe Funktion f : D\{0} — C mit der Eigenschaft
f(2)? = z fiir alle z € D\{0}.
Hinwets: Wenden Sie zundchst den Riemannschen Hebbarkeitssatz an.

(b) Gibt es eine holomorphe Funktion f : C — C\{0}, die den beiden Bedingungen
|f(2)] = 2 fiir alle z € 9D und
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geniigt?
Hinweis: Maximumprinzip fﬁr% bzw. Minimumprinzip fir f.

Loésungsvorschlag:

(a) Angenommen, es gibe eine solche Funktion, dann wire |f(z)| < ¢/|z] < ¥z auf
B.(0), d. h. f wére um 0 beschrinkt und beséfle demnach eine hebbare Singula-
ritidt. Weiter wiirde dann f(0)® = lim f(z)? = lim z = 0, also f(0) = 0 folgen, die
holomorphe Fortsetzung von f besifle also eine Nullstelle bei 0. Wir kénnten dann
f(2) = zg(2) mit einer holomorphen, demnach auf B%(O) beschréankten, Funktion
g : D — C schreiben und 23¢(z)® = z fiir 2 € D\{0} folgern. Fiir diese 2z wire dann
22g(z)® =1, also 1 = lim 1 = lim 22g(2)® = 0, ein Widerspruch. Also gibt es kein

solches f.

(b) Nein. Aus der Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen, bzw. der Cauchy-
schen Integralformel folgt fiir 7 : [0, 27] — C,~v(¢) = € némlich
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also | f(0)| = 1. Weil f per Voraussetzung keine Nullstelle besitzt, muss | f| ein Mini-
mum auf D besitzen und darf es nur am Rand annechmen. Aus den Voraussetzungen
wiirde aber |f(0)] = 1 < |f(2)] fiir alle z € 9D folgen, ein Widerspruch. Demnach
gibt es keine solche Funktion.

J.F.B.



