Frithjahr 15 Themennummer 3 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Seien f,g: R — R stetig. Wir betrachten das Anfangswertproblem

o(t) = g(t) f(z(t), x(to) = o, (1)
wobei tg, g € R.

(a) Geben Sie ein Beispiel eines Anfangswertproblems der Form (1) an, sowie ein zu-
gehoriges Intervall, so dass es zwei verschiedene Losungen besitzt.

(b) Wir nehmen nun zusétzlich an, dass f, g : R — (0, 00). Zeigen Sie, dass das Problem
(1) dann lokal eindeutig losbar ist.
Hinwesis: Es sind hier Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen.

Losungsvorschlag:
(a) Wir betrachten ¢g(t) = 1 und f(t) = /|| sowie tg = 0 = zg auf dem Intervall R.
t2
= t>0
Natiirlich ist = 0 eine Losung. Eine andere Losung ist z. B. z(t) = 6" . - O’
. t<0.

Dass diese Funktion fiir ¢t # 0 differenzierbar ist, ist klar. In 0 ist x linksseitig diffe-
renzierbar mit Ableitung 0 und rechtsseitig differenzierbar mit 2/, (0) = }Lin% b —o,
—

Lo +>0
also ist z auch in 0 differenzierbar mit 2/(0) = 0 = 8. Also ist 2/(t) = { (2)7 ¢ B 07 -
9 < ?

V]x(t)]. Wegen x(0) = 0 handelt es sich um eine weitere Losung des Problems.

(b) Die Existenz einer lokalen Losung ist durch den Existenzsatz von Peano gesichert,
wir miissen also lediglich die Eindeutigkeit der Losung beweisen.
Wegen f(-) > 0ist diese Gleichung dquivalent zur Gleichung % = ¢ mit getrennten
Variablen. Die Funktion R > ¢ +— Lt ist stetig und strikt positiv, besitzt also eine
streng monoton wachsende Stammlsunktion F. Diese ist injektiv, besitzt also eine
Umkehrfunktion F~1. Analoge Argumente zeigen, dass g eine Stammfunktion G mit
den gleichen Eigenschaften besitzt. Ist  nun eine Losung des Anfangswertproblems,

so folgt

F(x(t)) — F(zo) = AR / t g(s)ds = G(t) — G(ty)

to f(2(s)) to .
Daraus folgt direkt z(t) = F~'(G(t) — G(ty) + F(x0)). Wir miissen nur noch zei-
gen, dass verschiedene Wahlen der Stammfunktionen F,G zur gleichen Funktion x
fiihren. Sind F, G weitere Stammfunktionen von %, bzw. g, so gibt es ¢, € R
mit F — F = ¢;,G — G = ¢. Also gilt G(t) — G(ty) = G(t) — G(ty). Wegen
F i y) =2 < F(z)=y < F(z)—c, =y <= F(z) = y+c folgt auferdem
F~'(y) = F~(y+c) fiir alle y im Bild von F und daher F~(G(t)—G(to)+F(z)) =
FHG(t) — G(to) + F(xo) +¢1) = FHG(t) — G(ty) + F(x)), die Losung hingt also
nicht von den Wahlen der Stammfunktionen ab, ist also eindeutig. Das Ergebnis
und der Beweis gelten sogar fiir g : R — R.
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