Frithjahr 15 Themennummer 2 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei U := {z € C: Re(z) > 0}.

(a) Zeigen Sie, dass

Log(z +1i) — Log(z — i) = Log (Z+Z,), zeU,

zZ—1

gilt, wobei Log : Q_ — C, mit Q_ := C\{z 40 : x €] — 00,0]} der Hauptzweig des
Logarithmus ist.

(b) Fiir jedes z € U sei [1,Z] die gerade Strecke in C von 1 4 0i nach . Definiere
f U — C durch die Wegintegrale

f(z):z/[ #ds, zeU.

1211+ &2
Zeigen Sie:
T 1 z+ 2
=—+ =L :
f(2) 4+20g(z_22.), zeU
Losungsvorschlag:

(a) Wir priifen zunéchst, dass dieser Ausdruck wohldefiniert ist. Wegen Re(z 4 i) =
Re(z —i) = Re(z) > 0 fiir z € U ist die Differenz auf der linken Seite wohldefiniert.
(z ¢ Q- <= Re(z) < 0,Im(z) = 0.) Wir formen als nichstes den Quotienten

der rechten Seite um. Fiir z € U ( = z # 1) ist 22 = (Zrz?z(ffi) = ‘lef‘irg?:?e(z)-
Der Imaginérteil verschwindet also nicht und der Bruch ist ein Element der Menge
Q_. Damit ist auch die rechte Seite wohldefiniert. Wir rechnen jetzt einfach nach:

exp(Log(z + i) — Log(z — 7)) = exp(Log(z + i)) exp(Log(z — i)) ™" = 2. Aus der
Definition des Log als Umkehrfunktion von exp, folgt nun die Aussage, wenn wir
Log(z +1i) — Log(z —1i) € Log( J={z+iyeC:z eR,y € (—m, )} zeigen. Fiir

w € U ist Im(Log(w)) € (=5,5), also Im(Log(z + i) — Log(z — 1)) € (—m, 7).

(b) Fiir z € U ist auch § € U. Die Funktion z — 17 ist auf U holomorph und besitzt

daher eine Stammfunktlon F, weil die Menge U offen und konvex ist. Daher gilt
fiir die Funktion f die Formel f(z) = F(%) — F(1) und es folgt f'(z) = 2=

214(3)2"
Auflerdem ist f(2) = 0, weil in dem Fall £ = 1, also [1, 3] = {1} ist. Auf Q_ ist Log
holomorph mit Log'(z) = 1, daher gilt
<7T+iL <z+2i>>’ 12 —212—21—2—2 2 2 1 1
— — 1.0 = — = e = —
TR T A Y 22420 (2—20)? (z42i)(z—2i) 2244 21+ (5%

was mit f’(z) iibereinstimmt. Also sind beide Funktionen Stammfunktionen von f
auf dem Gebiet U und unterscheiden sich damit nur durch Addition einer Konstan-
ten. Um Gleichheit zu zeigen, geniigt es Gleichheit an einem Punkt zu zeigen, wofiir

wir z = 2 wihlen. Es ist Log(3t2) = Log(i) = ¢ und daher § + iLog(3%) =

z+ %% =0 = f(2), wie zuvor begriindet.
J.F.B.



