Frithjahr 15 Themennummer 1 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Bestimmen Sie eine reelle Losung y : I — R des Anfangswertproblems
y(@)y'(x) +y(2)* + 20 +5=0, y(—4)=-2.

Wie grofl kann das Intervall [ maximal gewahlt werden?

Hinweis: Eine Moglichkeit der Losung besteht darin, zunéchst einen integrierenden Faktor
u : R —]0; 0o[ zu bestimmen, welcher nur von der Variablen x abhéngt. Wir bezeichnen
hierbei u als integrierenden Faktor, wenn die Differentialgleichung nach Multiplikation
mit u exakt wird.

Loésungsvorschlag:

Wir bestimmen zunéchst einen integrierenden Faktor. Die vorliegende Differenti-
algleichung ist von der Form g¢(x,y) + h(z,y)y’ = 0 mit g(x,y) = y* + 2z + 5
und h(z,y) = y. Nach Multiplikation mit v = wu(z) erhalten wir die Gleichung
Gz, y) + h(z,y)y = 0 mit §(x,y) = (y*> + 2z + 5)u und h(z,y) = yu. Damit diese
Differentialgleichung exakt wird, muss die Integrabilitdtsbedingung erfiillt sein. Wir
rechnen also nach:

0,3(x,y) = 2yu = yu' = ,h(z,y).

Die Gleichung ist unabhéngig von y immer wahr, wenn v’ = 2u gilt, wir konnen
also u(z) = €** wihlen. Tatséchlich ist u(z) > 0 fiir alle z € R und die Gleichung
y(z)e*y' (x)+e* y(x)? +2ze** +5e* ist exakt und besitzt die gleiche Losungsmenge,
wie die zu losende Gleichung.

Wir 16sen jetzt die hergeleitete, exakte Differentialgleichung, indem wir ein Erstes
Integral bestimmen, also eine stetig differenzierbare Funktion ® : R?> — R mit
0, ®(x,y) = g(x,y) und 9,®(x,y) = h(z,y).

Die zweite Bedingung liefert ®(z,y) = %625"’ + ¢(x), um auch die erste Bedingung
zu erfiillen, muss ¢ (z) = (2z + 5)e* erfiillen. Wir bestimmen eine Stammfunktion
mittels [;(26+5)e* dt = @em‘zg—ff et dt = 2””2—+5625"—g—627x—|—% = (z+2)e** —2.
Weil Stammfunktionen nur eindeutig bis auf Addition einer Konstanten sind, konnen
wir auf die Subtraktion von 2 verzichten und ®(z,y) = (% + x + 2)e* wihlen.
Man veriziert leicht durch Nachrechnen, dass diese Funktion tatsédchlich ein Erstes
Integral ist.

Weil Erste Integrale konstant auf Losungskurven sind, folgt fiir die Losung des
Anfangswertproblems die Gleichung 0 = ®(—4, —2) = &(z,y(z)) = (@ +1+2)e*®

20 > 0, dann Y22 4 3 4 2 = 0, was sich nach y(x) auflosen lésst.

und wegen e 5

Wir erhalten y(x) = —v/—2z — 4 (negative Wurzel, um die Anfangsbedingung zu
erfiillen). Die Wurzel ist fir —2x —4 > 0 <= x < —2 definiert. Man rechnet nach,
dass y(r) = —v/—2x — 4 eine Losung des Anfangswertproblems fiir x € (—oo, —2)
ist (nicht auf (—oo, —2|, weil /—2x — 4 bei © = —2 nicht differenzierbar ist). / kann

also maximal als (—oo, —2) gewihlt werden.
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