Frithjahr 15 Themennummer 1 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

(a) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung
z"(t) + 22'(t) + z(t) = cos(2t), teR.

Fiir welche (a;b) € R? ist die maximale Losung des zugehorigen Anfangswertpro-
blems z(0) = a,2'(0) = b beschrankt? Begriinden Sie Ihre Antworten.

(b) Geben Sie (mit Begriindung) alle Paare (c;d) € R? an, fiir welche die zugehorige
Differentialgleichung

2" (t) + ' (t) + dx(t) = cos(2t), tE€R,

keine beschréinkte reelle maximale Losung besitzt.

Losungsvorschlag:

(a) Wir betrachten zunéchst die homogene Gleichung, deren Losung wir durch Betrach-
tung des charakteristischen Polynoms finden kénnen. Das charakteristische Polynom
hat die Form z?+2x+1 = 0, was die doppelte Nullstelle z = —1 besitzt. Die Funktio-
nen t — et — te~" bilden also ein Fundamentalsystem. Wir suchen eine Losung
der inhomogenen Gleichung mit dem Ansatz ¢ +— csin(2t) 4+ dcos(2t) und stellen
fest, dass wir fiir ¢ = %, d= —2—35 eine partikuldre Losung erhalten.

Die allgemeine Losung hat also die Form o sin(2t) — 2= cos(2t) + ke~ + lte™" mit
k,l € R. Falls k # 0 oder | # 0 gilt, ist die Losung fiir ¢ — —oo unbeschrankt, die
einzig mogliche Wahl um die Beschridnktheit der Maximallosung zu gewéhrleisten
ist also & = 0 = [. In diesem Fall erhalten wir die partikulére Losung mit 2(0) = —2
und #/(0) = 2. Das einzige Paar mit der gewiinschten Eigenschaft ist also (a;b) =
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(b) Wir bestimmen zunéchst eine partikuldre Losung mit dem Ansatz ¢ — asin(2t) +

bcos(2t). Einsetzen in die Differentialgleichung fiithrt durch Koeffizientenvergleich
auf das lineare Gleichungssystem

d—4 —2c al (0
("t ) ()= ()
Die Determinante der Matrix ist (d — 4)2 + (2¢)?, was fiir (¢;d) # (0,4) positiv ist.
In diesem Fall ist die Matrix invertierbar und wir finden mit unserem Ansatz eine
Losung der Differentialgleichung, d. h. a,b € R, sodass z(t) = asin(2t) + bcos(2t)
eine Losung ist. Fiir diese ist |z(t)| < |a| + |b] fir alle t € R, die Maximallosung
ist also beschrankt. Damit ist das einzige Paar, das die gewiinschten Eigenschaften
haben konnte, das Paar (¢;d) = (0,4), was der Gleichung z”(t) + 4z(t) = cos(2t)
entspricht. Diese miissen wir genauer untersuchen.

Die allgemeine homogene Losung ist nun von der Form asin(2t) + b cos(2t), was un-
serem obigen Ansatz entspricht. Wir miissen eine andere partikulére Losung erraten.



Wir probieren den Ansatz t — mt cos(2t) + nt sin(2t). Einsetzen und Koeffizienten-
vergleich liefert m = 0,n = § und fiihrt zur speziellen Losung z(t) = £ sin(2¢).

Die allgemeine Lésung hat nun die Form x(t) = (a + £)sin(2t) 4 bcos(2t). Es gilt
r(§ +km) = a+ {5+ k7 fiir alle k € Z, was fiir & — oo gegen oo divergiert,
unabhéngig von a,b € R, weswegen jede Losung der Differentialgleichung also un-

beschrankt ist. Das einzige Paar mit den gewiinschten Eigenschaften ist demnach
(¢;d) = (0,4).

J.F.B.



