Frithjahr 15 Themennummer 1 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

In dieser Aufgabe bezeichne B, (a) := {z € C | |z —a| < r} fiir a € C und r > 0. Ferner
sei f:C — C durch f(z) := 62° — 222 + 1 gegeben.

(a) Formulieren Sie den Satz von Rouché fiir ganze Funktionen.

(b) Zeigen Sie, dass By(1) C f(B1(0)) C Bg(1) gilt.
Hinweis: Fiir den Nachweis der ersten Inklusion konnte der in (a) formulierte Satz
hilfreich sein.

(c) Entscheiden Sie mit Beweis, ob f(B1(0)) "R = f(B1(0) NR) gilt.

Losungsvorschlag:

(a) Sei D C C offen und beschrénkt und g, h meromorph auf einer Umgebung der kom-
pakten Menge D. Sei I' in D zusammenziehbar und vermeide Pole und Nullstellen
von g. Unter der Annahme

|h(2)] < |g(2)| fiir alle z € Spur(T")

gilt:

> Ind.(T') Ordgin(z) = Y Ind.(T) Ordy(2).

zeD zeD

(b) Sei zp € By(1), d. h. zg € C mit |29 — 1| < 4. Die Menge D = B4(0) ist offen und
beschrinkt, die ganzen Funktionen mit g(z) = 62% — 222 und h = 1 — 2y und die
Kurve v : [0,27] — C,t +— €' erfiillen die Voraussetzungen des Satzes, denn als
offene Umgebung von D kénnen wir C wihlen und Polstellen existieren nicht. Die
Nullstellen von g liegen nicht auf der Spur von v, denn g(2) = 0 <= 22%(32'—1) =
0, also sind die Nullstellen von ¢ die Zahlen 0, j:%?’, j:%, deren Betrag kleiner als
1 ist. Die Kurve ist in D zusammenziehbar und fiir z € Spur(y), also z € C mit
|z| =1, gilt |g(2)] > ||62°] — |222|| = 4 > |h(z)|. Nach dem Satz von Rouché besitzt
die Funktion g 4+ h also 6 Nullstellen mit Vielfachheit in der Menge D, fiir jede
Nullstelle z von g + h gilt aber f(z) = zy, womit zy € f(B;1(0)) ist. Also folgt
B.(1) C f(Bi(0)).

Wegen |f(z) — 1| < (625 + |222%] = 6]2]° + 2|2]* < 6 + 2 = 8 fiir 2 € By(0) folgt
F(B1(0)) C By(1),

(c) Dies gilt nicht. Wiirde die Gleichheit gelten, so miisste —2 € B,(1)NR C f(B1(0))NR
auch in f(B1(0)NR) = f((—1,1)) liegen, es gibe also ein z € (—1,1) mit f(z) = —2
also —3 = 62°% — 22% = 22%(32? — 1). Damit der letzte Term negativ wird, muss
lz| < —4\}—5 sein, dann ist aber 3z* — 1 € (—1,0) und |[22?% < \% < 2. Also ist dann
|62° — 222| < 2 und die Gleichung —3 = 62% — 222 kann wegen | — 3| = 3 > 2 nicht
erfiillt sein. Also sind die Mengen nicht gleich.

J.F.B.



