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Esselen A== |1 0 1] undb(t):= (0], teR.
0 0 1 0

a) Berechnen Sie ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung & = Az.

b) Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems & = Az + b(t), z(0) = 0.

Losung:
a)
Zunichst berechnet man Eigenwerte und Eigenrdume:
-2 1 2 1
det| 1 —-X 1 |= (I—A)dct( ) _A) =(1-MN\=-1)
0 0 1-—2AX

= M =1, Ay3==1, alg(A,~-1)=1, alg(A,1)=2
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= E(A,—-1) = ker(4, — < >,geo ,—1) =def(A,-1) =1, E(A,1)< 1 >,geo(A,1)1
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Wegen », geo(A, ) = 2 # 3 ist A nicht diagonalisierbar. Es miissen also noch die weiteren Hauptrdume berechnet
werden. Wegen alg(A4, 1) = 2 und geo(A, 1) = 1 miissen wir nur noch hier suchen.
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Jetzt konnte man zur Berechnung des Fundamentalsystems die Jordan-Normalform aufstellen und e = T~ 1.eP.eN.T

anwenden. Falls man will und darf kann man auch den folgenden Satz anwenden:

Sei A ein reeller Eigenwert mit alg(A,\) = 2 und geo(A,\) = 2 und sei w € H*(A,\). Dann ist {e*, e (w + tv)}
Teil des Fundamentalsystems, wobei v = (A — AL)w ist.



Hie wird dieser, etwas kiirzere Weg gewiihlt. Dazu wihlen wir w = (1,0,2)7, wobei darauf zu achten ist, dass
we H*(A, 1) und w ¢ H'(A,1) = E(A, 1) gilt. Jetzt rechnen wir noch

-1 1 2 1 3 1
v=A-11Hw=1[|1 -1 1 0]=13]=3-11
0 0 0 2 0 0
und erhalten als Fundamentalsystem
-1 1 3t+1
Lpy=<et[ 1 ],e[1],€ 3t
0 0 2

wobei noch der Vektor (3,3,0)7 zu (1,1,0)7 gekiirzt wurde. Das ist fiir das Fundamentalsystem erlaubt, zur Berech-
nung einer Transformationsmatrix fiir e jedoch nicht, da diese sonst nicht mehr zu J passt. Hier miisste man dann
aus allen 3 Basisvektoren mit demselben Faktor kiirzen.

b)

Ein allgemeiner Weg zur Berechnung der Losung eines linearen Anfangswertproblems ist iiber die Formel der Variation
der Konstanten

z(t) = @(t)@(to)*l(xo —zp(to)) +xp(t) mit x,(t) = /0 ®(s)"1b(s) ds.

wobei ®(t) eine Fundamentalmatrix des Differentialgleichungssystems ist. In unserem Fall z.B.

—e7t et (Bt+1)et
d(t)y=|[ et € 3tet
0 0 2¢t

Da das Invertieren von ®(¢) oft und auch in diesem Fall relativ aufwendig und fehleranfillig ist, nutzen wir die
allgemeinere Aussage L = ILj, + z,, und versuchen eine partikuldre Lésung z, zu raten.

In diesem Fall nehmen wir z.B. an, es wiirde eine konstante Losung z(t) = v geben. Dann wiirde gelten & = 0 und «
wiirde das lineare Gleichungssystem Az = —b l6sen.
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Es gibt also tatséchlich eine konstante, partikulire Losung z,(t) = (0,—1,0)7. Zur Bestimmung der Lésung des
Anfangswertproblems miissen wir nun noch die Koeflizienten in z(0) bestimmen:
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!
z(0) =2,(0)+2p(0)=a | 1 | +b0|1]+c|O]+[-1|=1]0
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Wir erhalten also als Losung des AWP



