Frithjahr 14 Themennummer 3 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Berechnen Sie das Integral

b) Berechnen Sie das Integral

/ dx
L+ |z[*

R3

Dabei bezeichnet |z| := /2% + x3 + 23 die euklidische Norm von z € R3.

Losungsvorschlag:

a) Nachdem der Integrand stetig ist, weil das Nennerpolynom keine reellen Nullstellen
besitzt, und weil der Zahlerpolynomgrad um 2 kleiner als der Nennerpolynomgrad
ist, existiert dieses Integral. Dieses Integral konnte mit Partialbruchzerlegung gelost
werden, was hier jedoch sehr aufwindig wére. Wir benutzen daher komplexe In-
tegration. Es ist klar, dass der Integrand eine gerade Funktion ist und daher der

0o 2
gesuchte Integralwert, die Hélfte von J := [ mdr ist, was wie oben existiert.
e r
2
Sei f:C\S — C, f(2) = ] j_ mit der endlichen Menge von Singularitdten (Null-
Z .
stellen des Nenners) S = { ﬁz _\1/"251, 1\/_5, 1“} Fiir keine davon, verschwindet der

Zghler und daher handelt es sich um Pole erster Ordnung (alle Nullstellen sind
einfach, weil vier paarweise verschiedene Nullstellen eines quartischen Polynoms
vorliegen). Fiir R > 1 beriihrt der Weg vg = 71 + 72 mit 1 : [0,7] — C,t —

Re vy : [-R, R] — C,t — t keine Singularitit, umkreist aber ixl/%”' genau einmal

in positiver Richtung und i\lf’ gar nicht. Weil C eine offene, konvexe Menge ist

und f : C\S — C holomorph ist, wobei S eine endliche Menge ist und weil fiir
alle R > 1 der Weg g geschlossen und stiickweise stetig differenzierbar ist, ohne
durch eine Singularitit von f zu verlaufen, konnen wir den Residuensatz anwenden

und [0 f(2)dz = 2mi( Resp(=2") + Res; (7)) folgern. Wir berechnen die Resi-

V2 V2
duen mit der Formel fiir Pole erster Ordnung. Es ist Resf(s) = - = 2 und daher
Resy(H) = 17, sowie Res;(=2') = 75" Daher ist [ f(2)dz = 5 unabhang1g
von R > 1.

Einsetzen der Definition zeigt f f(2)dz = f o 2 _dr fiir alle R > 1, fiir 7, schitzen

wir mit der Standardungleichung ab: Dle Lange der Kurve betrdgt R und fiir

z € Spur(y) ist |z| = R, also |f(2)| < #i— nach der umgekehrten Dreiecksunglei-
chung. Also ist 0 < | f f(2)dz| < gf 7, was fiir R — oo gegen 0 konvergiert.
Aus f f(z)dz = f f )dz + f f(2)dz und der Existenz von J, folgt im Grenz-

Wertubergang R — oconun J = \[ unser gesuchtes Integral hat den halben Wert,
also ﬁi



b) Wir berechnen das Integral mit der Transformationsformel und transformieren in
Kugelkoordinaten. Daher gilt fiir das Integral:

dx T [ [T r2ging
_ df dr dp = /272
/1+|x|4 /—/0 /0 T @0 4 dp=Vor

R3

unter Verwendung von a) und elementarer Integration.

J.F.B.



