Frithjahr 14 Themennummer 3 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Es sei
u:R? =R, u(z,y) = (2° + 2y%) cos(z + y),

und D := {(z,y) € R? | 22 + y*> < 1}; D bezeichne den Abschluss dieser Menge.

(a) Berechnen Sie den Gradienten Vu auf R2.

(b) Zeigen Sie, dass u auf D Maximum und Minimum annimmt, und bestimmen Sie
das Minimum. (Hinweis: Teil (a) wird hierzu nicht benétigt. )

(c) Wir identifizieren R? und C. Gibt es eine holomorphe Funktion
f:D — C mit u=Ref?

Losungsvorschlag:

(a) Vu(z,y) = 2z cos(z+y) — (22 +2y?) sin(z+y), 4y cos(z+y) — (22 +2y?) sin(z+y))T.

(b) D ist beschrankt, denn es handelt sich um die offene Kugel mit Radius LQ um den
Ursprung. Der Abschluss ist dann ebenfalls beschréinkt und abgeschlossen, demnach
als Teilmenge des R? kompakt. u ist stetig und nimmt daher auf D Minimum und
Maximum an.

Fiir (z,y) € D gilt |z +y| < |z| + |y| = Va2 + /y* < 222+ 12 < V2 < g

also cos(z +y) > 0 und folglich sogar u(x,y) > 0 auf D. Wegen u(z,y) =0 <
(22 4+2y?) =0 <= z=0=y fiir (z,y) € D (cos(z +y) > 0) ist das Minimum 0
und wird genau in (0,0) angenommen.

(c) Nein, dann miisste v harmonisch sein. Fiir (z,y) € D ist Oyu(x,y) + Oyyu(z, y)

= 2cos(x +y) — 2w sin(z + y) — 2zsin(x +y) — (2% + 2y*) cos(x + y)
+ 4 cos(x +y) — dysin(x +y) — 4y sin(z +5y) — (2® + 2y*) cos(x + y)
= 6cos(z +y) — (4 + 8y) sin(x + y) — 2(2? + 2y?) cos(x + ),

was fiir (z,y) = (0,0) € D nicht verschwindet, sondern 6 ergibt. Also ist w nicht
harmonisch und daher kein Realteil einer auf D holomorphen Funktion.

J.F.B.



