Frithjahr 14 Themennummer 2 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)
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Essei f: C\{-1,1} = C, z—

a) Bestimmen Sie fiir jede der Singularitéiten von f den Typ und berechnen Sie das
Residuum.

b) Zeigen Sie, dass fir U := {z € C : |z| > 2} die Einschrankung fy : U — C,z
2

5 eine holomorphe Stammfunktion besitzt.
Z JE—

Losungsvorschlag:

a) Beide Singularitidten (1) sind einfache Nullstellen des Nenners, fiir die der Zahler
nicht verschwindet. Es handelt sich also um Pole erster Ordnung, fiir die wir das

Residuum mittels Resp(£1) = 2(@1:)12)

= :I:% berechnen konnen.

b) Sei v : [a,b] — U ein geschlossener, stiickweise stetig differenzierbarer Weg. Weil
f holomorph auf der konvexen offenen Menge C ist, abgesehen von den beiden,
demnach endlich vielen, Singularititen und der Weg keine Singularitiat beriihrt,
konnen wir mit dem Residuensatz das Wegintegral f,y f(2) dz berechnen. Weil ~
nur in U verlduft stimmen die Windungszahlen um -1 und 1 iiberein. Es gilt also
f7 f(z) dz = Indi(y) — 3Ind_;(v) = O fiir alle solchen Wege . Weil U offen und
wegzusammenhangend ist, f stetig auf U ist, und jedes Pfadintegral iiber einen
geschlossenen Weg verschwindet, existiert eine holomorphe Stammfunktion von f
auf U (2 + [ f(2) dz, wobei v : [0,1] — U ein C'-Weg mit 7(0) = 2,7(1) = 2 ist).

J.F.B.



