Frithjahr 14 Themennummer 1 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Es sei G C C ein beschrianktes Gebiet und f : G — C eine Funktion, die bei Annédherung
an JG gegen oo strebt (d.h. fiir jede Folge (z,) in G mit z, — z € 0G gilt | f(z,)| — o0).
Zeigen Sie, dass f nicht holomorph ist, indem Sie die folgenden drei Félle unterscheiden:

(i) f hat keine Nullstelle in G.
(ii) f hat endlich viele Nullstellen in G.

(iii) f hat unendlich viele Nullstellen in G.

Losungsvorschlag:

(i) Wenn f unstetig ist, kann f nicht holomorph sein, wir kénnen ohne Beschrinkung

der Allgemeinheit also die Stetigkeit von f annehmen. Wir fordern auflerdem G # ().
Weil | f| nach unten durch 0 beschrénkt ist, existiert ¢ = ing |f(2)], wir behaupten
ze

¢ > 0 und, dass das Infimum angenommen wird, also ein Minimum ist. Nach der
Definition des Infimums finden wir eine Folge komplexer Zahlen z, in G, sodass
| f(z2)| — ¢ konvergiert, wenn n — oo strebt (wihle z, mit ¢ < |f(z,)| < ¢+ 2).
Weil GG beschrankt ist, besitzt diese Folge einen komplexen Haufungspunkt z und
es existiert eine Teilfolge z, , die gegen z konvergiert, wobei |f(z,,)| — ¢ immer
noch gilt. Weil ¢ < oo ist, kann z kein Element des Randes sein, sondern muss im
Innern von G liegen. Wegen der Stetigkeit von f und von der Betragsfunktion folgt

lf(2)| = klim |f(2n,)| = ¢, weshalb das Minimum angenommen wird. Wire ¢ = 0, so
—00

beséfle f die Nullstelle z im Widerspruch zur Annahme. Damit ist die Behauptung
bewiesen. Weil z nun ein Minimum von |f| darstellt, ohne eine Nullstelle zu sein,
kann f nur dann holomorph sein, wenn es sich um eine konstante Funktion handelt.
Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung an das Randverhalten von f.
Bemerkung: Hier geht ein, dass ein beschrianktes, nichtleeres Gebiet in C auch nicht-
leeren Rand hat. Gébe es ein beschranktes, nichtleeres Gebiet ohne Rand, so wiirde
die Identitéit oder jede Konstante darauf holomorph sein und bei Annéherung an
den Rand gegen oo streben (weil es keine Folge gibt, die gegen einen Randpunkt
konvergiert). Daher soll hier noch G # () bewiesen werden: Aus den Voraussetzun-
gen folgt, dass G eine nichtleere kompakte Menge ist, insbesondere also G ¢ {0, C}.
Wire G\G° = 0G = (), so miisste G C G° C G C G, also G° = G = G gelten, d. h.
G wire offen und abgeschlossen zugleich.

Weil () # G # C sein soll, finden wir ein a € G und ein b ¢ G und betrachten die Ab-
bildung g : [0,1] — {0,1}, g(t) = x¢(bt+ (1 —t)a), wobei x¢ : C — {0,1}, xa(z) =1,
falls € G, xg(x) = 0, falls x ¢ G die charakteristische Funktion des Gebiets ist.
Nun ist x5 ({0.1}) = CxG (0) = 0.6 ({0}) = C\G, und xG'({1}) = G, das
Urbild jeder abgeschlossenen Teilmenge von {0,1} (mit Betrag) ist also abgeschlos-
sen (weil G offen und abgeschlossen ist) und xg ist daher stetig. Damit ist auch
g als Verkettung stetiger Funktionen stetig. Es gilt nun ¢(0) = 1,¢(1) = 0 und
g : [0,1] — R ist stetig. Nach dem Zwischenwertsatz ist ¢([0,1]) also ein Intervall,
aber ¢([0,1]) = {0,1} ist kein Intervall. Dies liefert einen Widerspruch und der Rand
von GG kann nicht leer sein.




(ii) Angenommen es gibe eine holomorphe Funktion f mit diesen Eigenschaften. Weil
f nur endlich viele Nullstellen haben soll, kann es sich nicht um die Nullfunk-
tion handeln. Jede Nullstelle hat also eine endliche Ordnung. Seien zq, 2o, ..., 2,
die Nullstellen von f in G mit Ordnungen ki, ks, ..., k,, dann ist die Funktion

g G\{z1,29,...,2,} = C,g(2) = RLZ) holomorph mit hebbaren Singu-

[1(z — 2)

j=1
laritdten zq, 29, ..., z,. Die holomorphe Fortsetzung h : G — C hat nun keine Null-
stellen in G strebt bei Anndherung an den Rand aber immer noch gegen oo :
Sei zp € OG ein Randpunkt, ¢ := [] |20 — 2;/% > 0 und z, C G eine Folge, die
j=1
gegen 2 konvergiert. Weil die Abbildung G 2 z + [] |z — z;|¥ stetig ist, gibt es
j=1

> (. Dann folgt fiir n > N auch

n
em N € Nmit n > N = [] |z, — 2% > ¢

J=1
|h(zn)| > M — oo fiir n — oco. Nun ist h : G — C nullstellenfrei, holomorph
und strebt gegen oo bei Annéherung an dG. Dies widerspricht aber dem Fall (i) und
die Annahme war falsch. Es gibt also auch keine holomorphe Funktion mit endlich
vielen Nullstellen, die bei Anndherung an den Rand gegen oo strebt.

(iii) Zuletzt habe f unendlich viele Nullstellen, dann gibt es wegen der Beschrianktheit
des Gebietes einen Hiufungspunkt z € G der Nullstellen. Dieser kann nicht auf dem
Rand liegen, weil es sonst eine Folge von Nullstellen gébe, die gegen z € 0G konver-
giert, deren Bilder bleiben allerdings konstant 0 und somit beschrénkt. Also muss
z € G liegen. Wire f holomorph, so wiirde nach dem Identitdtssatz bereits f = 0
auf GG folgen, was wiederum der Voraussetzung an das Randverhalten widerspricht.
(Hier geht wieder OG # () ein.) Auch dieser Fall tritt folglich nicht auf.

WEeil alle auftretenden Fille beriicksichtigt worden sind, und f in keinem Falle ho-
lomorph sein kann, ist die Behauptung bewiesen.

J.F.B.



