Frithjahr 13 Themennummer 3 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Bestimmen Sie die Potenzreihe fiir f(z) := (2 — 7)sin(z),z € C, um den Entwick-
lungspunkt w := 7.

b) Sei v(0) := €? fiir § € [, 7.

i) Berechnen Sie I := fv 22+1d2.

ii) Zeigen Sie, dass

df = — gilt
5+ 4 cos(6) g &

indem Sie das Wegintegral I in Teil (i) als Integral iiber [—m, 7] betrachten.

/7r 2 cos(26) + cos(30) s
0

Losungsvorschlag:

a) Mithilfe das Additionstheorems des Sinus erhalten wir sin(z) = sin(z — 7 + ) =

sin(z — ) cos(m) +sin(7) cos(z —7m) = —sin(z —7) und f(2) = —(z—7)sin(z —7) =
Sadd H—)2nt1 St n H—)2nt2
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b) i) ~ ist ein geschlossener, stetig differenzierbarer Weg, der in C\{—3} verlduft. C
ist offen und konvex und der Integrand ist holomorph auf C\{—3}. Nach dem
Residuensatz gilt I = 27i Res 2 (—3) = omil2l 2) 71. Dabei haben wir das
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Residuum in —% mit der Formel fiir Pole erster Ordnung berechnet, da es sich
hier um einen solchen Pol erster Ordnung handelt.
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ii) Wir berechnen I mit der Definition. Esist I = [ 2619“26@9 do =i [" ey 4.

: 6320 . 3“9(26710_,’_1) .

Wir formen den Integranden etwas um. Es ist 5T = EeTEe 0T
26229+6519

51dcos(@) - DN Zéhler schreiben wir mit der Eulerformel als 2 cos(26)+cos(36) +
i(2sin(260) + sin(30)) und bemerken, dass der Nenner reell ist.

Es folgt also nach Division durch ¢, dass 7 = I = " M do +

-7 544 cos(0
ffﬂ W df ist. Ein Vergleich von Real— und Imaginérteil zelgt dass

das erste Integral auf der rechten Seite 7 betréigt, wihrend, das zweite Integral
verschwindet.

Wegen ZCOES?ZL;CF;)(SH) = QCOS(QEE +Z)C);(C°Se() ) handelt es sich bei dem Integranden
aus der Aufgabenstellung um eine gerade Funktion. Also ist das Integral iiber
das Intervall [0, 7] genau halb so groff, wie das Integral tiber [—m, 7]. Letzteres
konnten wir berechnen es hat den Wert 7. Damit ist der Integralwert aus der

1
Aufgabe 5 - 7 = £, wie zu zeigen war.

J.F.B.



