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a) Sei z = x+ iy mit x, y ∈ R und y 6= 0. Zeige, dass

| sin(z)| ≥ 1

2
(e|y| − e−|y|)

ist. (Hinweis: Man kann von der Formel sin(z) = 1
2i
(eiz − e−iz) für alle z ∈ C

ohne Beweis Gebrauch machen.)

b) Gegeben sei die Funktionenfolge (fn)n∈N mit fn(z) :=
sin(nz)

n
für z ∈ C. Gebe

die Menge M aller Punkte z ∈ C an, für die (fn(z))n∈N konvergiert und
bestimme die Grenzfunktion

f(z) := lim
n→∞

fn(z), z ∈M.

zu a):

| sin(z)|
(5)

≥
∣∣∣1
2
(|eiz| − |e−iz|)

∣∣∣ = 1

2
|e−y − ey| = 1

2
(e|y| − e−|y|)

z = x+ iy; |eiz| = e<e(iz) = e−y; |e−iz| = e<e(−iz) = ey

∞∫
−∞

sin(z)

1 + z2
dz

zu b):

R ⊆M : Für z ∈ R, dann ist sin (nz)︸︷︷︸
∈R

∈ [−1, 1] ⇒ lim
n→∞

sin(nz)
n

= 0

C\R ⊆ C\M : Für z = x+ iy, y 6= 0, so gilt laut a):

|fn(z)| =
1

n
| sin(nz)| ≥ 1

2n
(en|y| − e−n|y|) ≥ 1

2n
(en|y| − 1) −−−→

n→∞
∞

also konvergiert (fn(z))n∈N für z ∈ C\R nicht.

⇒ M = R und f : R→ C, z 7→ 0.


