Frithjahr 13 Themennummer 2 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Eine Version des Banachschen Fixpunktsatzes lautet:
Seien (X, d) metrischer Raum, 0 # A C X und T : A — X mit

(1) T(A) C A (2) A abgeschlossen  (3) T Kontraktion  (4) (X,d) wollstindig.

Dann besitzt T' genau einen Fixpunkt.
a) Erkldaren Sie die in der Formulierung des Satzes auftretenden Voraussetzungen

i) T ist Kontraktion
ii) der metrische Raum (X, d) ist vollstédndig.

b) Beweisen Sie die Eindeutigkeit des Fixpunktes.

Seien D C R x R" offen, f : D — R™ und (to,z0) € D. Im Folgenden betrachten

wir das Anfangswertproblem

= f(t,x); x(to) = xo.

¢) Formulieren Sie die Picard-Lindel6f Bedingung an f, d. h. die Voraussetzungen an
f, unter denen mit dem Satz von Picard-Lindelof auf die (lokale) Existenz und

Eindeutigkeit einer Losung des Anfangswertproblems geschlossen werden kann.

d) Erlautern Sie kurz, wie man die Existenz einer Losung des Anfangswertproblems
unter der Voraussetzung der Picard-Lindel6f Bedingung aus dem Banachschen Fix-
punktsatz schliefen kann. Gehen Sie hierbei insbesondere darauf ein, wie das An-
fangswertproblem in eine dquivalente Fixpunktgleichung umformuliert werden kann
und warum die Picard-Lindel6f Bedingung den Nachweis der Kontraktionseigen-

schaft ermoglicht.

Loésungsvorschlag:
i) T heifit Kontraktion, wenn es ein ¢ € [0,1) gibt, sodass d(T'z, Ty) < qd(z,y)
fiir alle z,y € A gilt.

ii) (X, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in X, also jede Folge (z,)nen C
X, die
Ve>03aINeN:mn>N = d(z,,z,) <e¢

erfiillt gegen einen Grenzwert x € X konvergiert, also
Ve>03INeN:n>N = d(z,,x) <e
erfiillt.

b) Seien z,y € X zwei verschiedene Fixpunkte von 7', dann ist d(z,y) = d(Tz,Ty) <
qd(z,y). Wegen d(x,y) > 0 folgt 1 < ¢, ein Widerspruch. Demnach ist die Annahme
falsch und es gibt hochstens einen Fixpunkt.

c) Es gebe zwei reelle Zahlen a,b > 0, sodass f stetig und lipschitzstetig beziiglich
x auf der Menge M := [ty — a,ty + a] X {x € R™ : |xg — x| < b} ist, wobei diese
Teilmenge von D sei, also zudem M C D gelte.

1




d) Eine stetige Funktion x : [ty — d0,%9 + 6] = R™ mit 6 > 0 ist, nach dem HDI, genau
dann eine Losung des Anfangswertproblems, wenn sie

x(t) = xo + /ttf(t,:v(t)) dt, t € [ty — 0,19 + 0]

erfiillt, also Fixpunkt der weiter unten definierten Funktion 7 ist.
Wir betrachten den Banachraum, insbesondere also vollstdndigen metrischen Raum,
der stetigen R"-wertigen Funktionen auf [ty — a,ty + al, also den Raum

(X, d) = (C([to — a,to + a], R"), [|-]| )
mit der Maximumsnorm, und die abgeschlossenen Teilmenge
As = C([to — 0, t0 + 6], {x € R" : |z — x| < b}).

Wir betrachten weiter die Funktion
t
T:As— X, mit T(g) : t — xg —i—/ f(s,9(s)) ds fiir alle g € As.
to

Durch Wahl von §, sodass
b

1
< — §< déd<
SV < a un > max{|f(t,$)| . (t,l’) c [to—a,t0+a] X{$€Rn:|l’_ff0| Sb}}

gelten, kann erzielt werden, dass
T eine (wohldefinierte) Kontraktion mit T'(As) C As C D

ist. Dann sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt und 7'
besitzt einen eindeutigen Fixpunkt. Dieser stellt eine Losung des Anfangswertpro-
blems dar.

J.F.B.



