Frithjahr 13 Themennummer 2 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei L € R. Wir betrachten das Anfangswertproblem

(1 —a?)y"(x) — 22y (z) + L y(x) = 0; y(0) =0, y'(0)=1.

] — 1,1[—= R besitzt.

b) Ist die Losung aus (a) auf ]-1,1[ eindeutig bestimmt?

(1)

a) Zeigen Sie mittels Potenzreihenansatz y(r) = Y 72 c;2/, dass (1) eine Losung y :

Hinweis zu a): Bestimmen Sie zunéchst durch formale Differentiation der Potenzrei-
he die Koeffizienten ¢;. Untersuchen Sie dann den Konvergenzradius der so definier-
ten Potenzreihe. Fiir welche € R ist die formale Differentiation nun gerechtfertigt?

Losungsvorschlag:

(e 9]

a) Formale (gliedweise) Differentiation liefert y'(z) = 3772 ((j + 1)¢jpa2? und y"(z) =

> ieo(d +2)(J + 1)¢jp227. Setzen wir dies in die Differentialgleichung ein, so folgt:
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= 2¢; + Leg + (6c3 — 2¢1 + Ley )z + Z((j +2)(j + ejra = j(7 — Ve — 2j¢; + Lej)a?

j=2
und aus der Anfangsbedingung erhalten wir ¢y = 0,¢; = 1.
iG— l)c]+2]cj Le;

Durch Koeffizientenvergleich folgern wir ¢, = 0, c3 = 2% =~ Lund ¢jp9 = R
fir j > 2. Induktiv folgt co; = 0 fiir alle j € Ny und durch Umformung f)o lgt

Cjta = 2+3J+QCJ fiir alle j € Nso. Dies fithrt auf y(x) = Z:chjﬂx

Wir miissen als Néachstes den Konvergenzradius der Potenzreihe untersuchen. Wir
wiirden dafiir gern das Quotientenkriterium verwenden; dies ist aber nicht mdoglich,
weil jeder zweite Koeffizient verschwindet. Wir verwenden daher einen Trick:

Falls es ein j € Ny gibt, fiir das cp;+1 = 0 ist, so folgt auch ¢, = 0 fiir alle & > 25 +1
per Induktion. In diesem Fall bricht die Potenzreihe ab und der Konvergenzradius
ist 0o. Dies ist genau dann der Fall, wenn es ein j € N>y mit j% + j — L = 0 gibt.
Falls j2 + j # L fiir alle j € N gilt, folgt induktiv cyj41 # 0 fiir alle j € N.
Wir betrachten in diesem Fall die Potenzreihe z(z) := > a;z? mit a; := cgj41

7=0
und untersuchen deren Konvergenzradius mit dem Quotientenkriterium. Dies ist
moglich, weil wir voraussetzen, dass keiner der Koeffizienten 0 ist. Fiir j > 2 folgt
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Beachte, dass der Nenner per Annahme nicht verschwindet und wir ¢y # 0 kiirzen
diirfen, nachdem wir die Rekursionsformel fiir ¢, einsetzen (j > 2 = 2j+1 > 2).
Nach dem Quotientenkriterium betragt der Konvergenzradius von z also 1 und fiir
alle z € (—1,1) konvergiert diese Reihe absolut. Fiir diese = folgt auch 2% € (—1,1)
und daher die Konvergenz von zz(z?).



Wir rechnen nach, dass zz(z?) = =3 aa¥ = Y co12®tt = y(z) gilt, also
i=0 i=0
konvergiert y fiir alle z € (—1,1). Weil Potenzreihen auf ihrem Konvergenzkreis

kompakt konvergieren, diirfen wir diese gliedweise differenzieren und folgern, dass
o0
y:]— 11— Ryy(x) =Y c9j 12 eine Losung des Anfangswertproblems ist.
j=0
(Statt die Potenzreihe z(x) zu betrachten, kann man auch direkt versuchen die Kon-
vergenz von y(z) fir || < 1 zu zeigen. Dazu kann man in etwa so vorgehen:

Weil ;21373‘ +L2 fir j — oo gegen 1 konvergiert, konnen wir fiir jedes K > 1 ein
JSHi=L

jo € N finden, sodass j > jo = yEa
und |cjo1ax] < K*|cj,|. Dies kann man benutzen, um mit dem Majorantenkriterium
Konvergenz fiir alle z € R mit |z| < % zu folgern. Weil K > 1 beliebig wéhlbar ist,
kann man damit Konvergenz fiir alle x € (—1,1) beweisen.)

Tatséchlich divergiert die Reihe auch fiir || > 1, dies war aber nicht gefragt und
ist fiir die Losung der Aufgabe unerheblich, genauso das Randverhalten.

< K. Daraus folgt dann |cj s < K|c¢j

b) Ja die Losung ist eindeutig. Wir kénnen das Anfangswertproblem mittels
u; =y, us =y namlich in eine explizite Differentialgleichung erster Ordnung

ur(t) = ua(t),

uy(p) = 22t = Ll

mit Anfangsbedingung wu;(0) = 0,u2(0) = 1 umformulieren. Die Strukturfunktion
dieser Differentialgleichung ist auf (—1,1) (wegen 1 — t* # 0) stetig differenzierbar
und daher lokal lipschitzstetig. Die Eindeutigkeit der Losung auf (—1,1) folgt nun
aus dem Satz von Picard-Lindeldf.

J.F.B.



