
Frühjahr 12 Themennummer 3 Aufgabe 3 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei Ω ⊆ Rn offen und sei f : Ω → Rn ein stetiges Vektorfeld. Für ein p ∈ Ω existiere
eine Lösung γ :]a,∞[→ Ω der Differentialgleichung x′ = f(x) mit limt→∞ γ(t) = p.
Man zeige, dass dann p eine Ruhelage sein muss (d.h. f(p) = 0).

Lösungsvorschlag:

Angenommen p wäre keine Ruhelage, d. h. es gilt f(p) ̸= 0. Weil f ein stetiges

Vektorfeld ist, gibt es ein δ > 0 mit ∥y − p∥ < δ =⇒ ∥f(y)− f(p)∥ < ∥f(p)∥
2

,

woraus insbesondere ∥f(y)∥ > ∥f(p)∥
2

folgt.
Weil lim

t→∞
γ(t) = p ist, finden wir ein C > a mit t > C =⇒ ∥γ(t)− p∥ < δ.

Insbesondere gilt ∥γ(t)− γ(s)∥ ≤ ∥γ(t)− p∥+ ∥γ(s)− p∥ < 2δ für alle C < s < t.
Für alle C < s < t gilt

γ(t)− γ(s) =

∫ t

s

γ′(x) dx =

∫ t

s

f(γ(x)) dx

=

∫ t

s

(f(γ(x))− f(p)) dx+

∫ t

s

f(p) dx

=

∫ t

s

(f(γ(x))− f(p)) dx+ f(p)(t− s).

Für C < s < x < t ist ∥γ(x)− p∥ < δ und ∥f(γ(x))− f(p)∥ < ∥f(p)∥
2

, also folgt∥∥∥∫ t

s
(f(γ(x))− f(p)) dx

∥∥∥ ≤ (t− s)∥f(p)∥
2

und

∥∥∥∥∫ t

s

(f(γ(x))− f(p)) dx+ f(p)(t− s)

∥∥∥∥ ≥
∣∣∣∣∥∥∥∥∫ t

s

(f(γ(x))− f(p)) dx

∥∥∥∥− ∥f(p)(t− s)∥
∣∣∣∣

= ∥f(p)∥ (t− s)−
∥∥∥∥∫ t

s

(f(γ(x))− f(p)) dx

∥∥∥∥ ≥ ∥f(p)∥
2

(t− s)

durch Anwendung der umgekehrten Dreiecksungleichung.
Wir lassen jetzt s > C fest und wählen t > 5δ

∥f(p)∥ + s, dann ist

2δ > ∥γ(t)− γ(s)∥ =

∥∥∥∥∫ t

s

(f(γ(x))− f(p)) dx+ f(p)(t− s)

∥∥∥∥ ≥ ∥f(p)∥
2

5δ

∥f(p)∥
=

5

2
δ,

ein Widerspruch zu δ > 0 und 2 < 5
2
.

Demnach war die Annahme falsch und es gilt f(p) = 0, p ist also eine Ruhelage.
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