Frithjahr 12 Themennummer 2 Aufgabe 2 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Bestimmen Sie alle f, g, h: C — C mit der Eigenschaft
a) f(z)=—f(z), z € C, bzw.
b) Re g(z) =sin(Im g(z)), 2z € C, und g(0) = 27i, bzw.
c) W' (z) = 2?h(z), z € C.

Losungsvorschlag:

a) Fir alle z € R gilt f(z) = —f(Z) = —f(2), also f(z) = 0. Die Menge
{z € C: f(z) = 0} besitzt also Haufungspunkte und die Menge C ist ein Gebiet.
Nach dem Identitdtssatz gilt f = 0. Umgekehrt erfiillt die Nullfunktion natiirlich
die geforderte Eigenschaft und f = 0 ist die einzige solche Funktion.

b) Aus Im g(z) € R folgt Re g(z) = sin(Im g(z)) < 1 fiir alle z € C. Die Funktion
C > z + ¢ ist holomorph und beschrinkt wegen |e9*)| = efe9() < ¢ also
konstant nach dem Satz von Liouville. Daraus folgt 0 = ¢’(2)e?*) und weil exp keine
komplexe Nullstelle besitzt folgt ¢'(z) = 0 fiir alle z € C. Weil C ein Gebiet ist, folgt
die Konstantheit von g und wegen ¢(0) = 27i ist g = 2mi. Wegen 0 = sin(27) erfiillt
g = 2mi umgekehrt die gewiinschte Eigenschaft und ist die einzige solche Funktion.

c) Fiir jedes ¢ € C erfiillt h(z) = ces die Gleichung h'(z) = 2%h(z). Ist umgekehrt
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h' = 2%h(z), so folgt fiir j(2) := h(2)e~ %, dass j'(z) = 22h(2)e” 5 —22h(2)e”5 =0
gilt. Weil C ein Gebiet ist, folgt die Konstantheit von j, also 7 = ¢ fiir ein ¢ € C.
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Umstellen liefert h(z) = ces .

J.F.B.



