Frithjahr 12 Themennummer 2 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Wie viele Losungen (mit Vielfachheit gezdhlt) hat die Gleichung
Pt - 6r=1

in{zeC||z| <1} bzw.in {z€C|1<|z| <3} bzw.in {z € C| |z| > 3}7

Losungsvorschlag:
Wir fithren ein paar Polynome ein. Wir definieren jeweils fiir z € C :
p(z) =2 =2+ 2% — 22+ 62— 1, q(z) == 62, r(z) =22 -2+ 22— 22— 1.

Dann ist sofort ersichtlich, dass die Losungen der Gleichungen mit den Nullstellen
von p (einschlieBlich der Vielfachheiten) iibereinstimmen und, dass p = ¢ + r ist.
Als Polynom fiinften Grades besitzt p genau fiinf Nullstellen mit Vielfachheit gezéhlt.
Wir zeigen zunéchst, dass jede davon einen Betrag hat, der kleiner als drei ist:
Fiir |z| > 3 gilt

p(2)] = [2° = |2|* = 2’ = |2|* = 6]2| — 1
> 3lzf* — |2 — |2 — |2 = 6]z = 1 =2[2* — |2’ — |2* = 62| — 1
> 62]* — |2 = [z = 6]z = 1 =5[]z — |2 = 6]2| - 1
> 15[22 — |22 — 6]z| — 1 = 14|2]* — 6]z] — 1
> 42|z| — 6|z| — 1 =36|z| — 1> 108 — 1 = 107.

Insbesondere ist also |[p(z)| # 0 und somit auch p(z) # 0. Die Anzahl der Losungen
mit Vielfachheit in {z € C | |z| > 3} ist also 0.

Wir bestimmen die Anzahl der Nullstellen in {z € C | |z| < 1} mit dem Satz von
Rouché. Fiir |z| =1 gilt

lg(z)| =6>5=14+1+1+1+1>|r(2)|

Wegen 6 > 0 gilt zudem ¢(z) # 0. Nach dem Satz von Rouché stimmen also die
Anzahl der Nullstellen von ¢ und ¢+ = p auf {z € C | |z| < 1} iiberein. Wegen
q(2) =0 <= z=0und |0] =0 < 1 hat p hier also genau eine Nullstelle.

Wir haben bereits gesehen, dass p genau fiinf Nullstellen besitzt, jede davon in
{z € C | |z| < 3}. Wir haben weiter gesehen, dass genau eine Nullstelle in {z €
C | |z| < 1} liegt. AuBerdem folgt aus |g(z)| > |r(z)| fiir |z| = 1 auch p(z) # 0, weil
sonst 0 = p(z) <= —r(z) =q(2) = |r(2)| = |¢(z)| einen Widerspruch liefern
wiirde. Daher miissen die verbliebenen vier Nullstellen von fin {z € C |1 < |z] < 3}
liegen.

Die Gleichung besitzt also genau eine Losung in {z € C | |z| < 1}, genau vier
Losungen in {z € C | 1 < |z| < 3} und gar keine Losung in {z € C | |z| > 3} jeweils
unter Beachtung der Vielfachheit.

J.F.B.



