Frithjahr 12 Themennummer 1 Aufgabe 1 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Berechnen Sie
[oe)

cos(x)
/ 2 dx

— 00

und erlautern Sie dabei Ihre Rechenschritte.

Losungsvorschlag:

Der Integrand ist stetig (der Nenner verschwindet nicht) und majorisierbar gegen

1
I+22°
konnen wir das Integral als Limes R — oo der Integrale iiber [-R,R] berechnen.

was iiber R integrierbar ist (der Arkustangens ist eine Stammfunktion). Daher

Wir betrachten die offene, konvexe Menge H := {x+iy € (C reRye(—1,00)} C

C und die holomorphe Funktion f : H\{i} — C, f(z) =

l+2

Man beachte, dass der

Realteil von f nach der Eulerformel auf R mit dem Integranden unseres gesuchten

Integrals iibereinstimmt.

Fir R > 1 verlaufen die geschlossenen, stiickweise stetig differenzierbaren Wege

VR =Yk + VR mit

g [-R,R] = C,t > t; 7% 1 [0,7] = C,t +— Re"

in H\{i} und umkreisen i genau einmal gegen den Uhrzeigersinn. Nach dem Residu-

ensatz betragt das Integral fm f(z)dz = 2mi Res;(f) = I, wobei wir das Residuum

von f im Pol erster Ordnung i (einfache Nullstelle des Nenners bei nichtverschwin-

dendem Zéhler) mit der Polformel berechnet haben.
Wir schéitzen Rlim f,yg f(2)dz mit der Standardabschéitzung ab. Die Kurvenliange des
— 00 R

Pfades betragt fiir R > 1 immer mR. Der Integrand lasst sich entlang der Spur be-

tragsméaBig gegen R - abschiitzen. Fiir z € Spur(7yg) ist némlich |e”] = e —Im(z) <1

und [22+1| > |]z]>— 1] = R?—1 nach der umgekehrten Dreiecksungleichung. Wegen

R—oo

0< — 0
R2—1

/ I

nach der Standardabschitzung folgt hm f f(z)dz = hm f f )dz =
Wegen f f dZ _ fR cos(x)d +7’fR mn(w)d fR Cos(x)d I?i))o foo cos x)d

R 1422 R 142 R 1422 oo 14z2

betragt das Integral also Z. Hier wurde die Symmetrie des Integranden genutzt, um

zu folgern, dass der Imaginérteil 0 ist.

J.F.B.



