F11T3A2

Sei D:={(t,z) eR?: 2 + 22> <} und f: D = R, (t,z) — V1 — 12 — 22. Zeige:
a) Das Anfangswertproblem
= f(t,x), x(0) =0

hat eine eindeutig bestimmte maximale Losung ¢ :]a,b[— R mit —co < a <
0<b<oo0.

b) Die Grenzwerte p(a) := %1\m ©(t) und p(b) := %1}% ©(t) existieren in R.

- R 2 _ 1
c) Esgilt —a =0, 0"+ (¢(b))" =1und 7 <b<1

Zu a):

D ist offen und zusammenhéngend (z.B. als offene Kreisscheibe).

f € CY(D), daher hat & = f(¢,z), x(0) = 0 eine eindeutige maximale Losung
¢ :Ja,b|— R mit a < 0 < b.

Da I'(¢) = {(t,p(t)) : t €]a,b[} € D C] —1,1[* folgt —1 < aund b < 1.

Zu b):

Ot)=f(C tp(t) )>0furallet €la,bl.

——
€D fiir alle t€]a,b|

¢ ist auf ]a, b[ (streng) monoton steigend.

¢ ist beschriankt (denn aus I'(¢) C D = ¢(t) €] — 1, 1] fiir alle t €]a, b])

a) :=limp(t) = inf t) und b) :=limy(t) = su t
pla) = lme(t) = inf o(t) (b) = lim p(?) te}ﬁ)[w()

existieren als Grenzwerte von monoton steigenden beschréanktem .



Zu c):

¢ hat bei b das Randverhalten einer maximalen Losung, da b < oo und ¢(b) :=

: : . !

%1}% o(t) € R. Pielbt nur zltl}% dist(t, p(t),0D) =0

= (b, (b)) € D und sogar (b, (b)) € 0D (denn sonst ldsst sich die Losung
——

=24 (p(0)=
in (b, p(b)) € D fortsetzen!)
o(t) firt>0

Betrachte A :] — b,b[— R, t —
—p(—t) furt<0

O'(t) firt>0
XN(t)={¢'(—t) firt<o
1 firt =20
VI —(p)? t>0 _ 5 5
o= {w—ﬂ G o) = VITE 0w

= A lost 2/ = f(t,x), x(0) = 0.

Da ¢ bei b das Randverhalten einer maximalen Losung besitzt, hat dies auch A
bei b und —b = X ist die maximale Losung zu o’ = f(t,z), z(0) =0, d.h. A =¢
und a = —b.

t

o(t) = ¢(0) +/ s)ds = / V1—s2— ))2 ds €]0,¢t[ fir alle ¢ €]0, 5]
~—
=0 0 0 €10, 1[fur s#0

= {(t,0(t)) : t €]0,b[} C{(t,z) eR*:t > 0,2 <t} ND
Da (b, (b)) € 0D ist b 6]\%, 1]



