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Sei D := {(t, x) ∈ R2 : t2 + x2 <} und f : D → R, (t, x) 7→
√

1− t2 − x2. Zeige:

a) Das Anfangswertproblem

ẋ = f(t, x), x(0) = 0

hat eine eindeutig bestimmte maximale Lösung ϕ :]a, b[→ R mit −∞ < a <
0 < b <∞.

b) Die Grenzwerte ϕ(a) := lim
t↘a

ϕ(t) und ϕ(b) := lim
t↗b

ϕ(t) existieren in R.

c) Es gilt −a = b, b2 + (ϕ(b))2 = 1 und 1√
2
< b < 1.

Zu a):

D ist offen und zusammenhängend (z.B. als offene Kreisscheibe).
f ∈ C1(D), daher hat ẋ = f(t, x), x(0) = 0 eine eindeutige maximale Lösung
ϕ :]a, b[→ R mit a < 0 < b.
Da Γ(ϕ) = {(t, ϕ(t)) : t ∈]a, b[} ⊆ D ⊆]− 1, 1[2 folgt −1 ≤ a und b ≤ 1.

Zu b):

-b b

ϕ(b)

x = t

D

ϕ(−b)

ϕ′(t) = f( t, ϕ(t)︸ ︷︷ ︸
∈D für alle t∈]a,b[

) > 0 für alle t ∈]a, b[.

ϕ ist auf ]a, b[ (streng) monoton steigend.
ϕ ist beschränkt (denn aus Γ(ϕ) ⊆ D ⇒ ϕ(t) ∈]− 1, 1[ für alle t ∈]a, b[)

ϕ(a) := lim
t↘a

ϕ(t) = inf
t∈]a,b[

ϕ(t) und ϕ(b) := lim
t↗b

ϕ(t) = sup
t∈]a,b[

ϕ(t)

existieren als Grenzwerte von monoton steigenden beschränktem ϕ.



Zu c):

ϕ hat bei b das Randverhalten einer maximalen Lösung, da b < ∞ und ϕ(b) :=

lim
t↗b

ϕ(t) ∈ R. Bleibt nur lim
t↗b

dist(t, ϕ(t), ∂D)
!

= 0

⇒ (b, ϕ(b)) ∈ D und sogar (b, ϕ(b))︸ ︷︷ ︸
⇒b2+(ϕ(b))2=1

∈ ∂D (denn sonst lässt sich die Lösung

in (b, ϕ(b)) ∈ D fortsetzen!)

Betrachte λ :]− b, b[→ R, t 7→

{
ϕ(t) für t ≥ 0

−ϕ(−t) für t < 0

λ′(t) =


ϕ′(t) für t > 0

ϕ′(−t) für t < 0

1 für t = 0

λ′(0) = lim
t→0, t6=0

λ(t)− λ(0)

t
= lim

t↘0

ϕ(t)

t
= ϕ′(0) = 1

λ′(t) =

{ √
1− t2 − (ϕ(t))2 t ≥ 0√

1− t2 − (ϕ(−t))2 t < 0

}
=
√

1− t2 − (λ(t))2

⇒ λ löst x′ = f(t, x), x(0) = 0.
Da ϕ bei b das Randverhalten einer maximalen Lösung besitzt, hat dies auch λ
bei b und −b⇒ λ ist die maximale Lösung zu x′ = f(t, x), x(0) = 0, d.h. λ = ϕ
und a = −b.

ϕ(t) = ϕ(0)︸︷︷︸
=0

+

t∫
0

ϕ′(s)ds =

t∫
0

√
1− s2 − (ϕ(s))2︸ ︷︷ ︸

∈]0,1[ für s 6=0

ds ∈]0, t[ für alle t ∈]0, b[

⇒ {(t, ϕ(t)) : t ∈]0, b[} ⊆ {(t, x) ∈ R2 : t > 0, x < t} ∩D

Da (b, ϕ(b)) ∈ ∂D ist b ∈] 1√
2
, 1[


