Frithjahr 11 Themennummer 1 Aufgabe 5 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Gegeben sei die Funktion
z
D—->Cz— ———
g 0 sin(z? — 4z)

mit maximaler Definitionsmenge D C C.

a) Bestimmen Sie alle isolierten Singularitdten der Funktion g sowie jeweils deren Typ
(hebbar?, Polstelle wievielter Ordnung? wesentlich?).

b) Bestimmen Sie mithilfe von (a) den Konvergenzradius der Potenzreihe fiir g um den
Punkt 0. (Diese Formulierung gibt auch einen kleinen Hinweis fiir (a).)

Losungsvorschlag:
a) Wir bestimmen die Nullstellen des Nenners von g. Es gilt
sin(z2 —42) =0 <= 2> —4z—kn=0firein k€ Z < 2 =24+ V4 +kr,

wobei sin(z) = 0 <= 2z = kmk € Z benutzt wurde, was auch fiir z € C
gilt. Dabei ist fiir £ < —1 der Ausdruck v/4 + k7 als v —4 — k7t zu interpretieren.
Jeder dieser Punkte ist eine einfache Nullstelle des Nenners, weil die Ableitung des
Nenners cos(z? — 4z) - (2z — 4) fiir keine Nullstelle von sin(z? — 4z) verschwindet.
Der erste Faktor ist 1, da cos?(2? — 4z) = sin?(2% — 42) + cos?(2? — 42) = 1 fiir
die entsprechenden Wert gilt. Der zweite Faktor verschwindet genau fiir z = 2,
was keine Nullstelle des Nenners ist, weil sin(22 — 4 -2) = —sin(4) # 0 ist, da
4 ¢ wZ. Der Zéhler verschwindet genau fiir z = 0, was auch eine Nullstelle des
Nenners ist. Da diese fiir Zdhler und Nenner von erster Ordnung ist, handelt es
sich um eine hebbare Singularitdt. Damit ist 0 eine hebbare Singularitidt von g
und alle anderen Singularititen sind Pole erster Ordnung. Die Menge der Pole ist

2+ VETkn:keZ) U{2—VETkn:keZ\{0}}.

b) Der Konvergenzradius der Potenzreihe fiir g um 0 ist, weil 0 hebbar ist, der Betrag
desjenigen Pols, der am nédhesten bei 0 liegt. Fiir £ € N gilt

2—VA4A+kn<2—V4A+7m<0<2—V4—7
und fiir k € Ny U{—1} gilt
0<2<24+V4d—m1<2+V4+Ekmr.

Von allen reellen Polen kommt also entweder 2 + /4 — 7 oder 2 — /4 + 7 oder
2 — /4 — 7 der 0 am néhesten.

Wegen [2++v4 —7| >2,2—+y/4—7m>1und —1 <2 — 4+ 7 <0 ist die letztge-
nannte Stelle, derjenige reelle Pol, der am ndhesten bei 0 liegt. Fiir die irreellen Pole
gilt |2+ —4 — kmi > 2 (mit k € Z<_»). Also betrégt der gesuchte Konvergenzradius

min  |z| = ‘2—\/4—1—71" —Vitn-2
2€C\(DU{0})

J.F.B.



