Frithjahr 10 Themennummer 2 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Gegeben sei das System gewohnlicher Differentialgleichungen

i‘l = ary — bCI)l{L’Q

jfg = —CT2 + dl’ll’g
mit beliebigen positiven Koeffizienten a, b, ¢, d.
a) Bestimmen Sie alle Gleichgewichtslosungen.

b) Welche Stabilitdtsaussagen lassen sich iiber diese Gleichgewichte durch Linearisie-
rung herleiten?

Losungsvorschlag:

a) Die erste Komponente x;(a — bxy) verschwindet genau dann, wenn x; = 0 oder
ry = § ist. Analog verschwindet die zweite Komponente y(—c + dr1) genau dann,
wenn g = 0 oder x; = § ist.

Daher existieren vier Gleichgewichtslosungen, namlich (0,0), (0, £), (§,0) sowie (£, %).

b) Die Jacobimatrix der Strukturfunktion ist J(zy,x2) = (a gxbxz d;bxlc> . Fir
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(0,0) ergibt sich die Matrix <8 _OC) , die den positiven Eigenwert a hat. Ergo ist
(0,0) instabil.

Fiir (0, §) erhalten wir mit Eigenwerten 0 und —c. Da das System nichtli-

0 0
dy —c
near ist, die Matrix lediglich Eigenwerte mit verschwindendem Realteil, aber keinen

mit positivem Realteil besitzt, ist keine Aussage moglich.
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Fiir (§,0) erhalten wir (8 _0 d) , was den positiven Eigenwert a besitzt. Daher ist

diese Ruhelage instabil.

0 —bg
dy 0
was genau die Nullstellen ++/aci besitzt. Hier ist wieder keine Aussage moglich,
weil Eigenwerte mit verschwindendem Realteil existieren, aber keiner mit positivem
Realteil vorliegt.

Fiir (£, %) erhalten wir ) . das charakteristische Polynom lautet A\? + ac,

J.F.B.



