Frithjahr 10 Themennummer 1 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

a) Zeigen Sie, dass Real- und Imaginérteile holomorpher Funktionen harmonisch sind.

b) Gibt es eine holomorphe Funktion f = u +iv : C — C, deren Realteil u(x + iy) =
2?2 + 32 ist? Beweisen Sie Ihre Antwort.

Losungsvorschlag:

a) Jede holomorphe Funktion ist unendlich oft komplex differenzierbar, und ihr Real-
und Imaginérteil dementsprechend auch, insbesondere also zweimal stetig differen-
zierbar. Aulerdem geniigen diese den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen. Nach dem Satz von Schwartz folgt

Au = Opu(x, y)+0yu(x, y) = 0,0,0(z,y)—0,0,v(x,y) = Opyv(x, y)—0,,v(z,y) = 0 sowie

Av = 0p,v(@,y)+0yyv(2, y) = —0u0yu(z, y)+0,0,u(x, y) = —Ouyu(x, y)+0yeu(z,y) =0
fir alle z,y € R und f = u + v mit u,v(z,y) := Re f(z +iy),Im f(x + iy).

b) Nein, da Au(z,y) = 2 + 2 = 4 nicht harmonisch ist, gibt es nach a) kein solches f.
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