Frithjahr 09 Themennummer 3 Aufgabe 4 im Bayerischen Staatsexamen
Analysis (vertieftes Lehramt)

Sei E :={z € C| |z| < 1} der offene Einheitskreis um 0 in C.

a) Gibt es eine holomorphe Funktion f : E — C mit

f(z)? =22 z€E?

b) Gibt es eine holomorphe Funktion f : E — C mit

f(l) = (_1)n7 neN, n>27

n nt

c¢) Gibt es eine holomorphe Funktion f : E — C mit

F(0) = 2i, Tim |£(:)] = 17

|z]—1

Die Antworten sind sorgfiltig zu begriinden.

Loésungsvorschlag:

a) Nein, gibt es nicht. Betrachte z = 0, dann ist f(0)3 = 0% = 0, also f(0) = 0. Die
Funktion f(z)? hat bei 0 eine Nullstelle von mindestens dritter Ordnung, dagegen
ist 0 nur eine Nullstelle zweiter Ordnung von 22. Dies liefert einen Widerspruch.
Alternativ: Wiirde die Gleichheit fiir ein holomorphes f gelten, so wéare f zwei-
mal komplex differenzierbar. Dann gilt 2 = (22)® = (f(2)*)® = (3f(2)%f'(2)) =
6f(2)(f'(2)*)+3f(2)?f"(z), also durch Einsetzen von 0 auch 2 = 0, ein Widerspruch.

b) Nein. Die Menge {% :n € N} C E héuft sich in 0 € E und es wiirde f(%) =

(=12 1 1\4 g - . 4
T = (57)" fiir alle n € N gelten. Nach dem Identitédtssatz miisste f(z) = z* auf

E gelten, im Widerspruch zu f(3) = 5+ # 57 = (3)* und : € E;3 € N,3 > 2.

c¢) Nein, auch eine solche Funktion kann nicht existieren. Wir finden ein 0 < ¢ < 1
mit 2| > ¢ = |f(2) — 1] < 5 und somit |f(z)] < 1+ 1 =3 < 2. Nach dem
Maximumsprinzip nimmt | f| auf {z € C: |z| < ¢} das Maximum am Rand an. Dort

gilt |f(z)] < 2 im Widerspruch zu |f(0)| = |2i| =2> 3 und 0 € {z € C: |z] < ¢}

J.F.B.



