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Sei f: R" — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Der topologische Ab-
schluss M der Menge {z € R" : f(x) # 0} sei kompakt. Man zeige:

a) Eine Losung des Anfangswertproblems ' = f(x), (0) = x verlduft fiir jeden
Punkt zy € M vollstandig in M.

b) Das Anfangswertproblem 2’ = f(z), x(0) = z, ist fiir jeden Punkt zy € R"
global 16sbar.

Zu a):
Behauptung: Eine Losung A : I — R” von 2/ = f(x), 2(0) = z¢ mit g € M
erfilllt A(t) € M fiir alle t € I.
Beweis: Da f : R® — R stetig differenzierbar ist, hat fiir jedes g € R"™ das
Anfangswertproblem 2’ = f(z), (0) = z( eine eindeutige maximale Losung
)\(0@0) : I(O@O) — R"” (mit 0e [(O,zo) offen).
Nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz hat fiir jedes (7,£) € R xR"
das Anfangswertproblem 2z’ = f(z), x(7) = £ eine eindeutige maximale Losung
A(r¢), daher ist

RxR' = |J Do)

(1,£) ERXR™

eine Zerlegung von R x R"
R\M C {x € R": f(z) = 0}. Fiir £ € R"\M ist A\z¢) : R = R", ¢t = £ die

maximale Losung von 2/ = f(x), x(1) = &.

= RxR"= U TAe)U | TOere)
(1,6)ERX(R™\ M) (1,6)ERX M
= (R x (R"\M))U (R x M)

(die Mengen sind wegen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes disjunkt) d.h. fiir
alle (17,6) e R x M ist '(A(rg)) CR x M

Zu b):

Behauptung: I(g,,) = R fiir alle o € R"

Nach a) ist fiir zg € R"™\M A(r¢) : R = R", t = 2 die maximale Lésung.
Ist xg € M, I4,) =]a,b]

Angenommen b < oo, dann ist

F—&-()‘(vao)) ={(t, /\(O:xo)(t)) t20,t€ I(O:xo)} C[0,b[xM

Iy (ANo,20)) € [0,0] x M ist kompakt in R x Rn im Widerspruch zur Charakteri-
sierung maximaler Losungen.
Angenommen a > —oo, dann ist

I (o)) = {(t Mooy (D)) £ <0, t € T} Sla, 0] x M

I'_(Ao.z)) € [a,0] x M ist kompakt in R x Rn im Widerspruch zur Charakteri-
sierung maximaler Losungen.



Alternative zu b) ohne Teil a):
M ist kompakt, f stetig = f(M) C Rn kompakt. (+)
*
f(Rn\M) = {0}

(x) = f(Rn) = f(M) U {0} kompakt, insbesondere ist f (linear) beschrénkt.
Also gilt nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz mit linear beschrénkter rech-
ter Seite, dass die maximalen Losungsintervalle OR sind.



